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Lignes de niveaux, continuité

Exercice 1 Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer son ensemble de définition D, le
dessiner dans R?, vérifier si la fonction est continue sur son ensemble de définition et tracer
lallure des ensembles de niveaux f(z,y) = ¢ pour les valeurs de ¢ indiquées.

1. f =y, c¢=-1,0,1,4.
2. f
3. f(z,y

4. f(z,y

=ir+y, c=-2,-1,012
=In(z?+y%? 1), c=-100,0,2.
=1 —zy, 1,0,1,1,2.
Exercice 2

1. Soit f : R? — R et (zg,y0) donné. On suppose que les fonctions x > f(z,70) et
y — f(zo,y) sont continues en zy et yg. Cela implique-t-il que f est continue en

(%0,%0) 7

2. Etudier, en utilisant la définition, la continuité en (0,0) de

flz,y)=11+xz+y| [majorer|f(x,y)— 1] en observant que |z| < /22 + y?],

_ | = vowr (zy) #(0,0),
foy) = { E)ry pour (z,y) = (0,0).

Exercice 3 Etudier la continuité sur R? des fonctions suivantes :

z,y) # (0,0),

si Y
z,y) = (0,0).

si

% (
L. f(x,y) :{ S’“’ (
Loco VI i () # (0,0)

2. fla,y) = { 12" s e = (0.0,



Dérivées partielles
Exercice 4

1. Montrer, en utilisant la définition, que f(z,y) = 2y est différentiable dans R2.

2. Déterminer les dérivées partielles, la ou elles existent, de

T 1

f(z,y) =sin—; f@,y) = —=—.
y Va2 +y?
3. Déterminer une équation du plan tangent en My (1,2) a la surface d’équation cartésienne

__ Y
_5[72—{—3/2'

4. Soient f:R? — R et g : R — R deux fonctions de classe C2. On pose h (t) = f (t,g(t)).
Calculer A/(t) et h”(t) en fonction des dérivées partielles premieres et secondes de f, de

g (t)etg"(t).

5. Soit p(t) = f(2t,—t) ou f est une fonction de classe C? dans un voisinage de (0,0). Donner
un développement limité de ¢ a l’ordre 2 en O.

Exercice 5 Calculer les dérivées partielles premieres la ou elles existent et étudier leur conti-
nuité.

snley) i (2
L. f(%y) - { (;UQerQ Zl Ex’z; i (070)5

0 si (z,y) € A={(0,y) e R* : y € R},
rarctan £ si (z,y) € A.

2. f(:c,y):{

Exercice 6 Soit f(z,y) = { 6% Ex yi i EO 0;.

1. Démontrer que f est de classe C! sur R2.

2. Calculer %81/ (0,0) et 8yax (0,0). La fonction f est-elle de classe C? en (0,0) ?

Changements de variables
et équations aux dérivées partielles (EDP)

Exercice 7 Soit f une fonction de deux variables. Résoudre les EDP :

of_, o, P1_, Pi_, P _
or ' 9y 7 0x2 7 oy Ox 0y

Exercice 8 Soit f : R?\{(0,0)} — R une fonction de classe C?. On considére la fonction
F :]0, +o0o[xR — R définie par F(r,8) = f(rcos(#),rsin(h)).
4 : OF 9F 9°F 09°F O*F
1. Déterminer 3-, 55, 57> 557 droa-
2. Soit Q = {(m y) eR?: x> 0} Résoudre ’EDP :1: + Yoy f = 0 sur © en passant en
coordonnées polaires.

22f

3. Calculer le Laplacien Af = 55

+ ayf de f en cordonnées polaires.



4. Trouver les solutions radiales de 'EDP de Laplace Af = 0 dans R?\{(0,0)}.
Exercice 9 Soit f : R? — R de classe C2. On effectue le changement de variables
u =z + ay, v=x+by
de sorte que f (z,y) = F (u,v).

1. Quelles conditions doivent vérifier a et b pour que ce changement de variables soit accept-
able 7

2. Exprimer les dérivées partielles premieres et secondes de f a l'aide de celles de F.

3. En utilisant a = —1 et b = 1, résoudre 'EDP : a—f = 8—f
or 0Oy
2 2
4. En utilisant ¢ = 1 et b = —1, résoudre 'EDP : ﬂ = ﬂ
ox? Oy
0 f *f | P

—2 =0.

5. En utilisant a = 0 et b = 1, résoudre 'EDP : 972 9z Oy + 92

Extrema libres et liés, optimisation

Exercice 10 Trouver les points critiques des fonctions suivantes sur R? et, dans chaque cas,
indiquer s’il s’agit d’extréma locaux.

fa,y) =4y =207 —y', fly)=a'+y' =2@—y)?*, flo,y) = (227 +3y%)e ).
Exercice 11 Soit K = [0,1] x [0,1] et f la fonction définie sur K par f (v,y) = x —y+ 2> + 1.
1. Justifier 'existence d’'un maximum et d’un minimum global de f sur K.
2. Etudier les extrema globaux et locaux de f sur K.
Exercice 12 Soit f (z,y) = zy définie sur R?.

1. Dessiner 'allure des lignes de niveaux de f.
2. Etudier les extrema de f sur R?.

3. Méme question pour les extréma de f sous la contrainte 42 + y? = 4.

Exercice 13 Trouver la distance (la plus courte) dans le plan du point (1,2) a la droite
d’équation 2z + 3y = 1.

Exercice 14 En utilisant une quantité a d’aluminium, concevoir la boite de conserve (un cylin-
dre) ayant un volume V' maximal, sachant que le fond et le dessus doivent avoir double épaisseur.

Exercice 15 (DS janvier 2012) La section d'un conduit d’air a la forme suivante

2

X

Pour optimiser le cotit de construction, celui-ci doit avoir le plus petit périmetre possible sachant
que, pour des raisons de fonctionnement, I’ouverture doit avoir une aire égale a c¢. Déterminer
les dimensions = et y du rectangle de maniére a optimiser le cotit.



Exercice 16 Trouver les dimensions du cylindre de volume maximal qui peut étre contenu dans
une sphere de rayon R.

Exercice 17 Une entreprise chauffe ses locaux de la facon suivante : sur une période de 24h,
par tranches de 8h, une chaudiére chauffe avec une température constante,

Tp de 9h & 17h (occupation des locaux), T3 de 17h a 1h, 75 de 1h a 9h.

Si la chaudiere est maintenue a une température constante 7' pendant une tranche de 8h, la
température y des locaux a la fin de la tranche est donnée par la relation
y=bxr+ (1-0)(aT+ (1—a)s),
ou z est la température des locaux au début de la tranche horaire, S est la température extérieure
(pour simplifier, on la supposera fixée une fois pour toute) et 0 < a < 1 et 0 < b < 1 sont des
parametres fixés. En particulier, si T est choisie telle que y = z alors la température reste
constante pendant les 8h considérées. Le cott du chauffage pendant cette tranche est donné par
a(T — 5)?

ol a > 0 est une constante fixée (on pourra la prendre égale & 1 dans la suite).

1. Supposez que vous étes le responsable du service gestionnaire. Votre objectif est de
déterminer le plan de chauffage optimal (minimisant le cott) sur 24h afin que, pendant la
période d’occupation des locaux, la température ambiante garde une valeur zy prescrite.

1l.a. Comment doit étre choisi T pour que la température des locaux, étant & xg a 9h, reste
constante de 9h a 17h 7

1.b. Quelle relation doivent alors vérifier T et Ts pour que la température revienne a xg
apres un cycle de 24h ?

1.c. Déterminer le programme optimal.

1.d. Application numérique : a =2/3, b=1/4, S = 0°, ¢ = 20°.

2. (facultative) Pour des raisons d’économie, le PDG décide de réduire subitement le budget
de chauffage, c’est-a-dire qu’il fixe un cott, moindre que le précédent, et vous devez faire avec.
Votre objectif est maintenant de maximiser la température xy des locaux pendant la période
d’occupation avec les moyens dont vous disposez. Quel est le nouveau programme optimal 7

Application : a =2/3,b=1/4, S = 0°, budget de 1600 (baisse ~ 30% par rapport & 1).
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Exercice 1. Soit f une fonction 27-périodique, définie par : Vt €] — m, 7], f(t) = sin(¢/2).

1.1. Justifer Pexistence du développement en série de Fourier associé a f et déterminer la
relation qui existe entre la fonction f et sa série de Fourier qu’on notera S(f)(t).
1.2. Déterminer les coeflicients de Fourier a,, pour n > 0 et b,, pour n > 1 et la série de Fourier

S(H(@).
+oo
1.3. En déduire la valeur de Z(—l)"

n=0

2n +1
16n2 +16n +3°

Exercice 2.
2.1. Déterminer, puis représenter le domaine de définition Dy, et les lignes de niveau L.(h), pour
¢ =0, et ¢ =1, de la fonction h définie par : h(x,y) = /22 — y.
2.2. Déterminer, puis représenter, le domaine de définition Dy de la fonction f définie par :
In(y + z)
flz,y) = B ek
vVIT—Y
2.3. Calculer le gradient de la fonction f en tout point (zg,yo) de son domaine de définition Dy
et donner I’équation du plan tangent au point (xo,yo) = (1,0).
4 2 )4 . 829 829 2 AN T
2.4. Résoudre pour (z,y) € R* I’équation 22 9z z* — y° a l'aide du changement
€z )
de variable (u,v) = (z +y,z — ¥), la fonction inconnue g étant de classe C2.

Exercice 3.
3.1. On considere la fonction h définie sur R? par h(x,y) = zy(x +y — 1).
Déterminer sur R? les points critiques de h et discuter leur nature (extremum local, point selle,
etc).
1 1 2
3.2. On consideére sur R? les fonctions : f(z,y) = zy et g(z,y) = — + — — 5 Déterminer, a
x
l’aide du Lagrangien L(x,y,\) = f(x,y)+ Ag(z,y), les solutions du probleme: Minimiser f(z,y)
sous la contrainte g(x,y) = 0.

Exercice 4. L’exercice 4 de janvier 2023 n’est plus au programme, on le remplace par celui de 2022.

3.1. On considere la fonction h définie sur R? par h(x,y) = (2% + 3?) exp(—y). Déterminer sur
R? les points critiques de h et discuter leur nature (extremum local, point selle, etc.).

3.2. On considére maintenant sur R? les fonctions : f(x,y) = 22 +y? et g(z,y) = 4y*> — 2% — 4.
Déterminer les solutions du probleme Minimiser {f(z,y) sous la contrainte g(z,y) = 0}

a l'aide du Lagrangien L(z,y,\) = f(z,y) + A\g(z,y).



