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@ Introduction et motivations

© Définitions et premigres propriétés

© Criteres de convergence

@ Récapitulatif pour I'étude d'une intégrale généralisée
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1.1. Rappel sur I'intégrale classique (de Riemann?®)

Si f est ‘ continue sur [a, b] ‘1,

./(;b,f(x)d:c

= F(b) — F(a) ot F est une primitive3 de f sur [a, b]
Thm fondamental
de I'analyse 2 n—1
b—a k
Définition nl—>H;o i n f (a + n (b a)>

Somme de Riemann 4

f(=)

MT b
"at(kr1)te
a+k%

1. On peut définir I'intégrale de Riemann pour des fonctions plus générales, par exemple
continues par morceaux, cf. cours de 1A.

2. Théoréme attribué historiquement a Isaac Newton (1642-1727).
3. définie a une constante pres : Vo €[a, b], F(z)=[" f(y)dy+C, F € C'([a,b]) et F' = .
4.

Ici on utilise les rectangles a gauche et un pas constant mais d'autres choix sont possibles.
5. Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), mathématicien allemand.
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1.2. Nouvelles questions :

Que se passe-t-il si f est seulement continue sur ]a, b] ou [a, +o00[?

Peut-on donner un sens a

b oo
«/ f(z)dz » ou « /+ f(z)dz » 7

f(=) f(=)
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1.3. Exemple fondamental : Intégrales de Riemann

Ly [Lzl—a]l _iete [ 400 sia>1
e V0<e<], %z 1=a B I-a e—0 ﬁ sia<1
e T [nz]! = —Ine — oo sia=1
E—r
. Ldr .
donc | lim — existe <= a < 1
e—=0 /. T
G Ldz . Y dr 1
—, converge si a < 1 et — =i
On dira que 0, " o T
dr . .
0 e 1 — divergesia > 1
o T¢
Ay [ 1 xl—a]A _Alme N 4+oo sia<l1
o VA>1, / @ _ I-a 1 - A—s+o0 ail sia>1
@ .
z [lnz]f =InA P +00 sia=1
— o0
o Ade
= donc| lim — existe <= a > 1
A—+too [1 ¢
oo dy oo dg
ol A / —aconvergesia>1et/ —a:ﬁ
On dira que 1 z 1 z

+oo d
/ i diverge si a <1
1 T

5/20

Olivier Ley (INSA Rennes) Chapitre 1 : Intégrales généralisées



2. Définitions et premieres propriétés
Définition 1
Q Soit f continue sur [a, b[, —0o < a < b < 400 (probléme éventuel 3 droite en b
b X
qui peut étre +00). / f(x)dx converge < XliH{l / f(z)dx existe et finie.
a 0" Ja
@ Soit f continue sur |a, b], —0o < a < b<+oo(probléme éventuel & gauche en a
b b
qui peut étre —co). / f(z)dz converge <= lim / f(z)dz existe et finie.
@ X—=at Jx
@ Soit f continue sur |a, b[, —00 < a < b < +00 (il peut y avoir deux problémes

b
de convergence en a et en b). Alors / f(x)dx converge
a

c b
= / f(z)dz et/ f(z)dz convergent toutes deux pour un ¢ dans |a, b].

y

Remarque : La définition @ dit qu'il faut étudier les problémes de convergence en

chaque point qui pose probleme séparément. Par exemple : z
VX >0, [* zde = [5]Xx =0donc _lim [ ads =0. Pey
X —+oo V [

Pourtant fj;o zdz diverge car [ xdx et f:roo zdz divergent Vc € R.
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L'objectif de cours est d'étudier ce nouveau type d'intégrales
qui sont appelées intégrales généralisées : convergent-elles?
Si oui, peut-on calculer leur valeur?

Définition 2

b b

|f(z)|dz converge, on dit que/ f(z)dx

a a

Si f est continue sur]a, b[ et que /

est absolument convergente.

Remarque :
@ On verra que « absolument convergent » = « convergent »

@ « absolument convergent » sera appelé intégrable en 3A ol une notion plus
moderne et plus puissante d’intégrale sera définie : 'intégrale de Lebesgue.
Une intégrale généralisée convergente mais non absolument convergente sera
alors appelée « semi-convergente ».

6. Henri Lebesgue (1875-1941), mathématicien francais, a révolutionné et généralisé le calcul
intégral. Il a enseigné quelques années a Rennes ol un centre de recherche en mathématiques
porte son nom.
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Exemples

Q f(z) = e " est continue sur [0, +o00[. VA > 0, fOA e Pdr=1—e4 — 1
A—+o00

+oo
donc / e~ "dx converge et vaut 1| (absolument cv car |f(z)| = f(z)).
0

@ f(z) =Inz est continue sur |0, 1].

V0 <e <1, fllnxdx:[xlnz—m]lz—l—alne—i—s - -1
< ° e—0t

1
donc / In xdx converge et vaut —1 | L'intégrale est absolument
0

convergente car fol |Inz|dz = — fol Inzdr = 1.

@ D’apreés I'étude des intégrales de référence de Riemann (cf. page 5),

1 foo : e
/0 \% =2 (convergente),/1 % diverge,/0 % diverge,/1 % diverge,

1 +oo
dz dz _
: % dlverge,/1 % =1 (convergente).
—+o0 ) “+o0 —+o0
= H —t dx dr
Q Etudler la convergence de/0 te dt,/ W/z e
— 00

. A ;. 7 “+oo
Q Sif>0et [ f est borné indépendamment de A > 1, alors [["™ f converge.
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Critere de Cauchy?®
Théoreme 1 (Critere de Cauchy pour une fonction)

Soit F' continue sur [a, b[ (b peut étre égal & +o0). Alors :
lim F(z) existe <= Ve >0,3a>0:Vz,y € [b—a,b[, |[F(z) — F(y)| <e.

z—b—

Ce critere permet de prouver I'existence d’une limite sans connaitre sa valeur.’
Théoreme 2 (Conséquence pour la cv des intégrales généralisées)
Q Soit f continue sur [a, b[, b < +00 (I'intervalle [a, b| est de longueur finie).

/:/f(z)dz

b
@ Soit f continue sur|a, b de longueur finie et f bornée. Alors /f dx converge.

b
/ f(z)dz converge <= Ve > 0,3a > 0:Vz,y € [b — «, b], < €.

a

b b
QS / |f|dx converge (cv absolue) alors / f dz converge.

7. A comparer avec les suites de Cauchy qu’'on verra dans le chapitre 2 sur les séries
numériques.
8. Augustin Louis Cauchy (1789-1857), mathématicien francais.
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Exercices
© Preuve de @ Théoréme 2 : (exo) appliquer le théoreme 1 a F(z) = [ f(y

© Preuve de ® Théoréme 2 : Il suffit de prouver que [ f et fc f convergent
pour ¢ €]a, b[. On montre la convergence de fcbf, I'autre se traite similairement.
Comme f est bornée par une constante M, on a : Vz,y €]a, b, | [ f| < M|z — y|.
D’autre part, comme |a, b[ est de longueur finie, a, b sont finis (différents de +o0).
Alors, Ve > 0,sia < 57, 0onaVe < b—a<z,y<b, |[’f| < Ma<e, donc
Théoreme 2.0 est vérifé et fcbf converge.

1
Q / sin(1)dz converge : f(z) =sin(2) est continue

sur ]0, 1] et est bornée (dessin a connaitre)
donc I'intégrale converge d'aprés Théoreme 2.0.

[

1
Q /0 S22 dz converge : Le sinus cardinal f(z) = =3¢
est continu sur |0, 1]. Pour obtenir la convergence
de I'intégrale, il suffit de dire soit que f est bornée
(car |sinz| < |z| donc [#2£] < 1, Vz # 0), soit que

f est prolongeable par continuité en 0
(car lim =22 = 1),
z—0
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3. Criteres de convergence

Comment prouver en pratique qu’'une intégrale généralisée converge ou diverge?

3.1. En utilisant la définition

On essaie de calculer les intégrales classiques approchées de la Définition 1 quand
c'est possible ou on utilise les premiéres propriétés, cf. §2.
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3.2. Critére de comparaison

Théoreme 3 (Majorations, minorations)

Soient f, g deux fonctions continues et positives sur [a, b].

@ Si0< f<gsura,b]et f; g converge
b
alors [ f converge.

@ Si0<f<gsurla,b|et f;f diverge
b .
alors [ g diverge.

Remarques :

@ On essaie bien siir de comparer avec des fonctions dont on connait la nature
de l'intégrale généralisée.®

@ A\ Méme nature # méme valeur.

9. comme les intégrales de Riemann, cf. page 5, dont on sait si elles convergent ou divergent.
YD
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Q f(z)= ﬁ g(z ) = i sont continues sur [1, +o0l.
Ve >1,0< f(x) ) et fl 2% converge (intégrale de Riemann avec

4—00 d
&
a=2>1) donc / ; converge |.
1 T+ T

400 “+ o0
Mais / g(z)dr =1 et / f(z)dz =1n2
1 1

car VA>1, foéi_T_x = flA(l—L)dx =[n-Z]{=In i—ln%A = In2.
—>T+ 00

+oo _ 1 FES -1
e /1 %dﬂj diverge car 177&217% sur [17_’.00[ et /; —17;‘) d.T diVerge.

+oo .2 5 z
(5] fo e~ " dz converge |. En effet, par croissances comparées,

2
z2e®

— 0, donc il existe R assez grand tel que, pour z > R,
T—r+00

2 2 / .
22 <1=0< e < L. Comme [ % converge, on en déduit que
+oo 2 . +oo .2 o R _ .2 +oo .2
fR e " dz co}gvergg puis que fo e " dr = fo e dr + fR e~ dr
converge (car fo e~ dz est une intégrale classique).
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3.3. Critere utilisant les équivalents

Définition 3 (Rappel de 1A sur les équivalents)

Soit f, g deux fonctions définies sur [a, b[ (b < +00) ne s'annulant pas.

On a : f est équivalent a g au voisinage de b, noté f 0] — liI?_ ’; Eig =1

Remarque : fi ~ g1 et fo ~ g2 = fifo ~ g1g2 mais A\ fi+fa # gi+go en général

3 2
etrdl L1
Tz+e $+51nzz_>+ooz

1 o L 1 ~ L _ ~ Z
VA 6 VA i 1 Vi LT

Soient f, g continues sur [a, b[, f,g > 0 (ou < 0) au voisinage de b~ .

b b
Sif ~9 alors/ f(z)dz et/ g(z)dx sont de méme nature.

/A Méme nature # méme valeur.
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Exercices

/2 . "
o /0 mdt converge |. En effet, f(¢) = ﬁ est continue sur ]0, 7]

donc on a un probléme de convergence en 0. Mais e’ =1+ ¢ + o(t) donc
b l~t. D'autre part, sin ¢ = ¢ + o(t?) donc (sin t)3/2r5t3/2. D’ou

t 5 Ong a0
.‘3—_1~L. Comme les deux fonctions sont positives au voisinage de 07 et
(sin £)3/2

/2 dt

que [; <% converge, on conclut que f f(t)dt converge.

—+oo
Inz
Q /1 x2+1_cosmd:1: converge.
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3.4. Utilisation de |'intégration par parties

On fait I'intégration par parties sur des segments fermés ou f est continue et on passe a
la limite ensuite (dit autrement, on travaille avec des intégrales classiques).

: +00 t 0 1 o
Exemple : f st t DV CV  CV absolue

f(t) = 22L est continue sur [1,+o0[ donc probleme de convergence en +oo.
@ Cas a > 0. VA > 1, par intégration par parties,
A A A
/1 sint gf = [—ost)ft —a/l costdt = —o2A ol a/l Soetdt

Or a > 0, donc | — COSA\ < A—QA—> 0.
—+o0

+o0 e
D’autre part,/ sonl di font) < Shr et/ e
1 1

converge car « +1 > 1. On en conclut que f1+°°f converge.

f1+°°f converge absolument si o > 1.
f1+°°f non abs. cv pour 0 < o < 1 (utiliser le lien avec les séries, cf. p.18).

@ Cas a = 0. flA sint dt = —cos A + cos1 qui n'a pas de limite quand A — +o0
donc f1+°°f diverge.

@ Cas a < 0. f1+°°f diverge (utiliser le critére de Cauchy, Théoreme 2.@).
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3.5. Utilisation d'un changement de variable

La nature d'une intégrale généralisée est préservée par changement de variable :
on peut donc faire des changements de variables sans justifier préalablement de la
convergence ou divergence.

1
Exemple : /o +sin(})dt converge.

f(t) = §sin(}) est continue sur ]0, 1] : probleme de cv en 0.

/\ [ n'est pas de signe constant au voisinage de 0.

1 1 “+oco
1 1 _ . —du __ sin w
/;sm(;)dt—/ usin u=5 —/ S dy
0 “+oo 1

changement variable
— 1 _ _ du
u=g,dt=—4s

+oo
Or / S gy, converge (cf. page 16, cas aw = 1).
1

u

Donc folf(t)dt converge.
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3.6. Lien avec les séries numériques

Soit f :]0,+oco[— R, f >0, f décroissante,

Unt1=f(n+1)

Unp :f(n)

Alors, pour n > 1, | up11 = f(n+1) < / f@t)dt < u, =

Soit f :]0,+o00[— R continue, positive et décroissante.
+oo
Alors I'intégrale généralisée f(t)dt et la série Z f(n) sont de méme nature.
1 n>1

Ceci sera revu dans le chapitre 2 sur les séries numériques.
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Un exemple ol f /4 0 et pourtant fJOOf converge
+00

Lorsque f > 0 continue sur [0, +oo| tend vers 0 « assez vite » 1% quand z — +o0,

—+o0
alors on sait que / f converge. 1! Mais A\ la réciproque est fausse :
0 R S

Vn > 1, /nf(T)dx
1

< > aire des triangles

< aireducarré =1

+oo
donc / f(x)dx converge (cf. page 8 ©).
J1

Pourtant f(z) # 0.
T—>+00

0 1 2 3 n
La preuve rigoureuse utilise le théoreme 18 de comparaison séries-intégrales (qui

sera vu au chapitre 2). Un exemple de fonction telle que I'intégrale généralisée

converge alors que celle-ci n'est méme pas bornée sur [0, +oco[ est traité en TD.

10. c'est-a-dire plus vite que %2' et etc.

11. par le théoreme de comparaison, cf. page 12.

Olivier Ley (INSA Rennes) Chapitre 1 : Intégrales généralisées 19/20




4. Récapitulatif pour I'étude d'une intégrale généralisée

@ Calcul en utilisant la définition : page 6

@ Théoréeme de comparaison pour les fonctions positives : page 12

© Théoreme des équivalents pour les fonctions positives : page 14

@ Intégration par parties (calculs sur les bornes approchées) : page 16

@ Changement de variables : page 17

@ Comparaison séries-intégrales si f est positive, continue, décroissante : page 18

Pour les fonctions qui ne sont pas positives (ou plus généralement pas de signe
constant au voisinage du probléeme de convergence), on commencera toujours par
étudier la convergence absolue de I'intégrale.

Les cas les plus difficiles concernent bien siir les intégrales qui sont convergentes
mais non absolument convergentes.
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