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Travailler avec un brouillon avant de rédiger synthétiquement.

Exercice 1. Cocher une case Vrai/Faux a tort sera pénalisé.
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1.1. Si u, nerOO alors E:Oun converge. I:l Vrai |:| Faux
n—=
“+o00
1.2. Si zjoun converge alors uy, TH—jroo 0. I:l Vrai |:| Faux
n—=
“+o00
(—4)" | | (—4)"
1.3. Z o converge : I:l Vrai I:l Faux. Si convergence, ZO o=
n—
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1.4. Soit f: R — R la fonction 27-périodique paire définie par f(t) =1 — — pour tout ¢ € [0, 7.
T

Les coefficients de Fourier de f sont :

ag = et pour n > 1, a, = , b =
1.5. Rayon de convergence de Y In(n)z™ : R =
72

1.6. Développer en série entiere : , R=

3+293:

1.7. Si ) a,z" est de rayon convergence R, et > b,x" est de rayon convergence R
y g

alors le rayon de convergence R de ) (ap + by)z™ est tel que R >

+oo 1
Exercice 2. Soit I = / "Zidx.
0 (.T + 1)2

2.1. Démontrer que I converge.




1
|
2.2. Faire le changement de variable y = 1/x sur l'intégrale / %dm et en déduire la valeur de I.
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3.1. Démontrer que u,, = (n + %) In (1 + %) —1 puis que la série Y _ u,, converge en faisant un développement
limité de wu,.

Exercice 3. Pour n > 1, on définit les suites a,, = et u, = In(a,) — In(anp41).

3.2. Déduire de la question précédente que la suite (In(ay,)) converge vers un réel k. En conclure la formule
n n
de Stirling n! ~ €Fy/n (—) )
n—-+oo e
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Exercice 4. Le but de 'exercice est de démontrer que / Fdt = Z T
o 1+t n:0(2n+1)

4.1. Prouver que l'intégrale généralisée et la série numérique ci-dessus convergent.

4.2. Ecrire le développement en série entiere de Ty

eSSy - 3 D

4.3. Démontrer que Int —1)"t"dt = -

montrer qu /0 HZ( ) Z(2n+1)2

n=0 n=0
= t2Int
4.4. Démontrer que pour tout ¢ €]0,1[, |Int Z (—1)"?"| = ‘(1)N+11t2t2N < Mt*N
n=N+1 +
. t2Int L .

ou M = sup —. (On justifiera que ce supremum est fini.)

tejo 1 +1

en précisant son rayon de convergence.
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4.5. En déduire que / Int (—1)™*dt| < ———.
0 n—ZN:—H 2N +1

N

1 Int 1 n+1 M
/ 1 dt — Z ) < et conclure.
0

4.6. Déduire de 4.2, 4.3 et 4.5
éduire de 4.2, e que T+ Gnt+ 12| SaN T

n=0




