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Exercice 1 Etudier la convergence des intégrales suivantes :

L cost
1. [ :/ dt.
' 0 \/E

T cost
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+oo
/ costdt.
0
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4. I, = / cos(t*)dt.  [Indication: on pourra établir que Iy = (I} + I5)/2.]
0

3. I3

1
dx

Exercice 2 Montrer la convergence et calculer [ = / e

0

Vel —z)

[Indication: on pourra commencer par le changement de variable v = t*.]

Exercice 3 Etudier la continuité au point (0,0) des fonctions suivantes :

_ ] # si(@y) #(0,0),
L f(x’y)_{ 0" si(zmy) = (0,0).

_ [ B i (n,y) £ (0,0),
2. f(x,y)—{ 0 ! si (z,y) = (0,0).

Exercice 4 Soit f(x,y) =1Iny/2? + y2.
1. Démontrer que f est de classe C' sur 'ouvert Q = R?\ {(0,0)}.

2. Calculer les dérivées partielles de f en tout point (z,y) € 2.

3. Donner le gradient de f en coordonnées cartésiennes et en coordonnées polaires.

0? 0?
4. Démontrer que 8_;; + 8_y]; = 0.

5. On pose g(t,s) = f(ts, s+ t). Calculer les dérivées partielles de g.
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Une solution de I’exercice 1.
1. La fonction définie par f(t) = cost/+/t est définie et continue sur R donc la

1
convergence de I; ne pose probleme qu’en 0. Or f(t ) — et comme f et t —

\[

1/+/t sont positives sur |0, 1], les intégrales / t)dt et / —= sont de méme nature

(théoreme du cours sur les équivalents). Or la derniere 1ntegrale est une intégrale
de Riemann convergente donc [; est convergente.

2. La convergence de I ne pose probleme qu’en +oo. Pour tout A > 0, on fait une
intégration par parties :

4 costdt {sint}A_l_/A sintdt sin A 1 +/A sintdt
—dt = |— ——dt = —— —sin —dt.
1Vt Vi, L 2132 VA L 2132

sin A o0 5i
Or N — 0 quand A — 400 et 7&,,)ﬁdt converge absolument car, pour
1
sint 1 +oo
tout t > 1, |t3ﬁ| < VET et / 3/2dt converge car 3/2 > 1. Finalement I est
convergente.

3. L’intégrale I3 est clairement divergente. Une maniere de la voir est de calculer,
pour tout A > 0,

A
/ costdt =sin A
0

qui n’a pas de limite quand A — 4o00.
4. Par le changement de variable u = 2, “du = 2tdt = 2\/udu”, on a

“+o0 “+o00 1
I, = 2)dt = 8 = =(I) + I).
4 /0 cos(t?) v w 2( 1+ 1)

La convergence de I; et I, entraine alors celle de I4.

Une solution de ’exercice 2.

1
Convergence. La fonction définie par f(t) = (1— est bien définie et continue
z(l—a
sur |0, 1[ (car pour tout = €]0, 1[, (1 —z) > 0). La convergence de I pose probleme
en 0 et en 1. Un changement de variable ¢ = 1 — 2 nous montre que ce sont des

problemes symétriques. On se limite donc a I’étude en 0. On a :

f(fﬁ)x_ja+%

et f et x +— 1/y/x sont des fonctions positves sur |0, 1[. Ainsi / f(z)dz est de méme
0

dx
nature que / T et cette derniere intégrale est convergente.
0 xz
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1+sint

Calcul. On fait le changement de variable x = — qui est bien défini pour
0<z<let—m/2<t<7/2.0na:
1 /2 /2 /2
d / t / t /
[:/—x:/ 2 gt = ﬂdt:/ dt =
0 Vr(l—x) —x/2 v/1 —sin®t _rj2 |cOst] —r/2
(on remarquera que cost > 0 sur | — /2, 7/2[).

Une solution de ’exercice 3.
1. Méthode 1. Par majoration directe. Pour tout (z,y) # (0,0),

2
Yy
e = F0.0] = L << VTR —

(z,y)—(0,0)

car y? /(22 +y*) < 1 d’une part et |z| < /22 + y? d’autre part. Donc f est continue
en (0,0).

Méthode 2. On utilise les coordonnées polaires et le fait que (z,y) — (0,0) < r — 0.
Pour tout (x,y) # (0,0),

f(z,y) = f(rcosf,rsinf) = rcos fsin? 0 —0>0 = f(0,0)

car |cos fsin®9)] < 1.
2. Méthode 1 (avec les coordonnées polaires). Pour tout (x,y) # (0,0),

sin(r2cos fsin )

f(z,y) = f(rcos,rsinf) = = cosfsinf + o(1) — cosfsin b,

72 r—0

en utilisant le développement limité de sinus en 0: sinu = u + o(u). Pour § = 0,
cos fsin @ = 0 mais, pour 6 = w/4, cosfsinf = 1/2 # 0 donc f n’est pas continue en
(0,0) (“la limite dépend de comment on s’approche de (0,0)”).

Méthode 2. “On trouve un chemin qui s’approche de 'origine le long duquel f ne
tend pas vers 0”. Par exemple

sin($2) _ 1 #0= f(07 0)

222 -0 2

Sz, x) =

donc f n’est pas continue en (0,0).

Une solution de ’exercice 4.

1. La fonction polynome (z,y) — 2% + y* est de classe C! sur R? et, pour tout
(z,y) € Q, 22 + y?> € R™. Par composition avec la fonction racine z — +/z qui est
C! sur R™, on obtient que (x,y) — /22 + y? est C* sur Q. Comme, de plus, pour
tout (z,y) € Q, v/22+y? € R™, on peut encore composer par In qui est C! sur
R pour obtenir que f est C* sur €.

1
2. Pour simplifier les calculs, on peut remarquer que f(x,y) = an(x2 + y?). Pour
tout (z,y) € Q,

of, . @ af .
= o g, Y=

Yy
22 4+ y?




3. Par définition
grad f(z,y) = < 5 ) = ( i )
—(x,y) 22442

Si 'on pose f(r,0) = f(x,y), on a Pexpression du gradient en coordonnées polaires

_ o (r "
grad f(r,0) = ( léf(;eg) ) B ( 16 )
car f(?“, 0) =1Inr.

4. On montre facilement (comme en 1.) que f est C? sur Q. On calcule les dérivées
partielles secondes. Pour tout (z,y) € €,

82]0 3/2_1'2 an an

2?2 — o2

@(x,y) - (z2 4+ y2)?"  0Oxdy (z.9) = (22 + y?)? et 0y? (z,9) = (22 +y?)?
: ’f  Of : .
Il est alors clair que Af = —= + —= = 0 sur 2. On dit que f est harmonique.
ox?  0y?
5. On pose z(t,s) =ts et y(t,s) =t +s. On a:
or or oy oy
oY e a T as T h
D’ou
dg i Oz of oy _ tsP s+t
E(tv S) - %("L‘@?S)ay(ta 8)) ot (t75) + 8y ([E(t78>,y<t,8)) ot (t7 S) - 252 + (S + t)z)
dg _of oz of Oy _ ts+s+t
e (1:9) = 50 (a(0,9) vl ) 5 (1 5) 4 51l ). ult ) 5L 09) = 3 s



