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Exercice 1 Étudier la convergence des intégrales suivantes :

1. I1 =

∫ 1

0

cos t√
t
dt.

2. I2 =

∫ +∞

1

cos t√
t
dt.

3. I3 =

∫ +∞

0

cos t dt.

4. I4 =

∫ +∞

0

cos(t2) dt. [Indication: on pourra établir que I4 = (I1 + I2)/2.]

Exercice 2 Montrer la convergence et calculer I =

∫ 1

0

dx√
x(1− x)

.

[Indication: on pourra commencer par le changement de variable x = t2.]

Exercice 3 Étudier la continuité au point (0, 0) des fonctions suivantes :

1. f(x, y) =

{
xy2

x2+y2
si (x, y) 6= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0).

2. f(x, y) =

{ sin(xy)
x2+y2

si (x, y) 6= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0).

Exercice 4 Soit f(x, y) = ln
√
x2 + y2.

1. Démontrer que f est de classe C1 sur l’ouvert Ω = R2 \ {(0, 0)}.

2. Calculer les dérivées partielles de f en tout point (x, y) ∈ Ω.

3. Donner le gradient de f en coordonnées cartésiennes et en coordonnées polaires.

4. Démontrer que
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0.

5. On pose g(t, s) = f(ts, s+ t). Calculer les dérivées partielles de g.
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Une solution de l’exercice 1.
1. La fonction définie par f(t) = cos t/

√
t est définie et continue sur R donc la

convergence de I1 ne pose problème qu’en 0. Or f(t) ∼
t→0+

1√
t

et comme f et t 7→

1/
√
t sont positives sur ]0, 1], les intégrales

∫
0

f(t)dt et

∫
0

dt√
t

sont de même nature

(théorème du cours sur les équivalents). Or la dernière intégrale est une intégrale
de Riemann convergente donc I1 est convergente.
2. La convergence de I2 ne pose problème qu’en +∞. Pour tout A > 0, on fait une
intégration par parties :∫ A

1

cos t√
t
dt =

[
sin t√
t

]A
1

+

∫ A

1

sin t

2t3/2
dt =

sinA√
A
− sin 1 +

∫ A

1

sin t

2t3/2
dt.

Or
sinA√
A
→ 0 quand A → +∞ et

∫ +∞

1

sin t

t3/2
dt converge absolument car, pour

tout t ≥ 1,
|sin t|
t3/2

≤ 1

t3/2
et

∫ +∞ 1

t3/2
dt converge car 3/2 > 1. Finalement I2 est

convergente.
3. L’intégrale I3 est clairement divergente. Une manière de la voir est de calculer,
pour tout A > 0, ∫ A

0

cos t dt = sinA

qui n’a pas de limite quand A→ +∞.
4. Par le changement de variable u = t2, “du = 2tdt = 2

√
udu”, on a

I4 =

∫ +∞

0

cos(t2)dt =

∫ +∞

0

cosu

2
√
u
du =

1

2
(I1 + I2).

La convergence de I1 et I2 entrâıne alors celle de I4.

Une solution de l’exercice 2.

Convergence. La fonction définie par f(t) =
1√

x(1− x)
est bien définie et continue

sur ]0, 1[ (car pour tout x ∈]0, 1[, x(1−x) > 0). La convergence de I pose problème
en 0 et en 1. Un changement de variable t = 1 − x nous montre que ce sont des
problèmes symétriques. On se limite donc à l’étude en 0. On a :

f(x) ∼
x→0+

1√
x

et f et x 7→ 1/
√
x sont des fonctions positves sur ]0, 1[. Ainsi

∫
0

f(x)dx est de même

nature que

∫
0

dx√
x

et cette dernière intégrale est convergente.
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Calcul. On fait le changement de variable x =
1 + sin t

2
qui est bien défini pour

0 ≤ x ≤ 1 et −π/2 ≤ t ≤ π/2. On a :

I =

∫ 1

0

dx√
x(1− x)

=

∫ π/2

−π/2

cos t√
1− sin2 t

dt =

∫ π/2

−π/2

cos t

|cos t|
dt =

∫ π/2

−π/2
dt = π

(on remarquera que cos t > 0 sur ]− π/2, π/2[).

Une solution de l’exercice 3.
1. Méthode 1. Par majoration directe. Pour tout (x, y) 6= (0, 0),

|f(x, y)− f(0, 0)| = |xy2|
x2 + y2

≤ |x| ≤
√
x2 + y2 −→

(x,y)→(0,0)
0

car y2/(x2 +y2) ≤ 1 d’une part et |x| ≤
√
x2 + y2 d’autre part. Donc f est continue

en (0, 0).
Méthode 2. On utilise les coordonnées polaires et le fait que (x, y)→ (0, 0)⇔ r → 0.
Pour tout (x, y) 6= (0, 0),

f(x, y) = f(rcos θ, rsin θ) = rcos θsin2 θ−→
r→0

0 = f(0, 0)

car |cos θsin2 θ)| ≤ 1.
2. Méthode 1 (avec les coordonnées polaires). Pour tout (x, y) 6= (0, 0),

f(x, y) = f(rcos θ, rsin θ) =
sin(r2cos θsin θ)

r2
= cos θsin θ + o(1)−→

r→0
cos θsin θ,

en utilisant le développement limité de sinus en 0: sinu = u + o(u). Pour θ = 0,
cos θsin θ = 0 mais, pour θ = π/4, cos θsin θ = 1/2 6= 0 donc f n’est pas continue en
(0, 0) (“la limite dépend de comment on s’approche de (0, 0)”).
Méthode 2. “On trouve un chemin qui s’approche de l’origine le long duquel f ne
tend pas vers 0”. Par exemple

f(x, x) =
sin(x2)

2x2
−→
x→0

1

2
6= 0 = f(0, 0)

donc f n’est pas continue en (0, 0).

Une solution de l’exercice 4.
1. La fonction polynôme (x, y) 7→ x2 + y2 est de classe C1 sur R2 et, pour tout
(x, y) ∈ Ω, x2 + y2 ∈ R+∗. Par composition avec la fonction racine z 7→

√
z qui est

C1 sur R+∗, on obtient que (x, y) 7→
√
x2 + y2 est C1 sur Ω. Comme, de plus, pour

tout (x, y) ∈ Ω,
√
x2 + y2 ∈ R+∗, on peut encore composer par ln qui est C1 sur

R+∗ pour obtenir que f est C1 sur Ω.

2. Pour simplifier les calculs, on peut remarquer que f(x, y) =
1

2
ln(x2 + y2). Pour

tout (x, y) ∈ Ω,

∂f

∂x
(x, y) =

x

x2 + y2
et

∂f

∂y
(x, y) =

y

x2 + y2
.
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3. Par définition

grad f(x, y) =

( ∂f
∂x

(x, y)
∂f
∂y

(x, y)

)
=

( x
x2+y2
y

x2+y2

)
.

Si l’on pose f̃(r, θ) = f(x, y), on a l’expression du gradient en coordonnées polaires

grad f̃(r, θ) =

(
∂f̃
∂r

(r, θ)
1
r
∂f̃
∂θ

(r, θ)

)
=

(
1/r
0

)

car f̃(r, θ) = ln r.
4. On montre facilement (comme en 1.) que f est C2 sur Ω. On calcule les dérivées
partielles secondes. Pour tout (x, y) ∈ Ω,

∂2f

∂x2
(x, y) =

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

−2xy

(x2 + y2)2
et

∂2f

∂y2
(x, y) =

x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Il est alors clair que ∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0 sur Ω. On dit que f est harmonique.

5. On pose x(t, s) = ts et y(t, s) = t+ s. On a:

∂x

∂t
= s,

∂x

∂s
= t,

∂y

∂t
= 1,

∂y

∂s
= 1.

D’où

∂g

∂t
(t, s) =

∂f

∂x
(x(t, s), y(t, s))

∂x

∂t
(t, s) +

∂f

∂y
(x(t, s), y(t, s))

∂y

∂t
(t, s) =

ts2 + s+ t

t2s2 + (s+ t)2
,

∂g

∂s
(t, s) =

∂f

∂x
(x(t, s), y(t, s))

∂x

∂s
(t, s) +

∂f

∂y
(x(t, s), y(t, s))

∂y

∂s
(t, s) =

t2s+ s+ t

t2s2 + (s+ t)2
.
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