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Cochez directement vos réponses sur le sujet pages 2 et 3.
Il peut y avoir plusieurs bonnes réponses dans chacune des questions du QCM.

Toute réponse fausse sera comptée négativement.



Intégration et transformée de Fourier
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2. Quelle est la limite de / 5 dr quand n — +o00?
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3. La transformée de Fourier de e "=t 4+ e~It+1 yaut
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/2 vaut
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5. Soit f € LY(R) NL*(R) deux fois dérivable avec f', f” € L'(R) N L*(R) telle que f soit
solution de I'équation différentielle — f”(x) + f(x) = 1;_11)(«) pour tous € R. Alors f(&) vaut

4. La transformée de Fourier de t e~

Deweero 0oty O OF20E O

6. La fonction f(z) de la question 5 vaut
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7. Donner 'allure de la fonction f(z) trouvée dans la question 6.
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Analyse complexe
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8. SOlt f(Z) = m
1

On considere [ = /f(z)dz et J = /(z — =) f(2)dz.

v v 2

et v le chemin représenté sur le dessin ci-dessous.

L Jfesc) [ Jrest€\{oy) [ ]feHC\{-53) [ ]feHC\{-%3}
D 1=0 D I=—2me /4 D [ =2me /4 D 1 =2m D I n’existe pas.

D J=0 D J=—2me /4 D J=2me V4 D J =2m D J n’existe pas.

9. Soit h(z) = j_ -. Le développement en série entiere de h en z = 1 est :
zZ41
R - oo : +00 .
2 :(_1)n ! 1 (—1)" (=1)m+1
D ") " z D 1+i+nz:1(1+2')”+1(z ) D ;(1+2~)n+1(2 )
Foo , +00 .
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- _ 1 n = - 1 n 1 5 . t .
D — (1+’i)n+1(2 ) D 1_H.+n2_1 (1—1—2’)"“(2 ) D il n’existe pas

10. Le rayon de convergence R de la série entiere obtenue dans la question 9 est :
D il n’existe pas D 0 D 1 D V2 D V3 D 2 D V5 D ~+00.
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11. La valeur de l'intégrale /
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12. La valeur de l'intégrale / (
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Correction du DS de novembre 2016 “Outils d’analyse pour l’ingénieur”
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i N val Y v o done mas € 100 oaD. Comme |52m
L2(]0, 4-00[).

e *In(t) est continue sur ]0,+oo[. Comme t*|e~*In(t)] ﬁ 0, on a e~tln(t) € L1(]1,+o00]). D’autre part, |e_tln(t)|?)afln(t) et

1. 51— est continue sur ]0, +-00]

In(t) € L1(]0, 1[) car [In(t)dt = tIn(t) — t + cste. Flnalement e~ tIn(t) € L1(J0, +ool).

t
€ et 1
m +f\;ol donc et ¢ L' (R).
o 1
s‘fﬁﬁ est continue sur R. Comme 'slnieﬂ) <1 e Sllriig) € L1(R) N L2(R).

. . in(#) |2 1 .
% est continue sur R (cf. cours) mais % ¢ LY(R) (cf. TD). Comme sw;( ) < 73 Sur 11, 4o0], % € L2(R) (cf. aussi TD).

2. On a (sinz)" —J)r 0 presque partout sur R (plus précisément partout sauf aux points 7 + km, k € Z, 1a ol sin = £1). Donc
n—r oo

1— (sinx)™ 1
fn(z) = 1= (sino)® — — p.p. sur R. D’autre part, on a I’hypothése de domination |f,(z)| < = € L([1,+oo[). Par le
x2 n——+oo 12 T
o dg
théoréme de convergence dominée, I'intégrale tend vers / — = 1.
1 x

3. En utilisant la formule du décalage en temps pour la transformée de Fourier, on a

— o —2im¢ . . 2iné -
el = em2imEg i = 2T Tl = il = 26T gy et +eltHl] = 4cos(2m€)
1+ 4n2¢? 1+ 47w2¢2 1+ 4m2€2
— T— o -,
4. Onate /2 = ?67t2/2 (€). Or e—t?/2 = V2me—27°€% ot donc e—12/2 = —4n2¢\/Tme— 276"
—2mi
Finalement te—t%/2 = _i(zﬂ-)3/2£e*2w2§2.

5. D’apreés les hypotheses, il est possible de prendre la transformation de Fourier de 'égalité —f"'(x) + f(x) = 1;_1,1)(2) ce qui

donne —f7 + F = (—(2mi€)? + 1)F = (1 + 4n2€%)f = T3 = 2sinc(2m€) d'on [ = 2151;117;227‘:2)

)

o —

~ 1 — 1
6.0na f= 2sinc(2n€) = 567‘36‘1[—1,1] = e —lal % 1;. 11,y dou f(z)= ge*m * 111 9)-

1
1+ 4n2¢2
7. On remarque que, comme e~ 1%l > 0 et 1_1,1) = 0sur R, alors f(z) > 0 sur R. Le cas 1 (f = 0) n’est donc pas possible, le cas 2
non plus (car la fonction est identiquement nulle en dehors d’un segment du type [—a, a]), les cas 4,5,6 non plus (car f est négative
par endroits). Il reste donc le cas 3 qui est une “régularisation continue” du créneau s1-1,1)-
Remarque : on pouvait aussi calculer et on trouve

1 l—x %ez(e_ll— e 1) < -1,
f@)= ,e Ty =/1[_1,u(y>e“x‘y'dy=/ e—'x—y‘dy=/ e fldt={ 1 e (e te ™) —1<a<l,
R -t Tl lem@(el —e ) 1< 2.
e

8.0n a f(z) = H(C\ {—i/2,i/2}), f a donc 2 podles d’ordre 1 en —i/2 et i/2 et seul 7/2 est dans le compact

G212

a bord A de frontiere A = ~. Donc I = / f(z)dz = 2miRés(f, %) = 2mi (2 — %)f(z) —1/4
Jy

= 2me . Comme la “fonction

z=i/2

corrigée” (z — %)f(z) est holomorphe dans A, on a J = /(z - %)f(z)dz = 0 par le théoréeme de Cauchy.

9.0na:
. . oo
1 n+1 1 n+1
Z‘:lf 7,':1 7 77_ 72 71)71: _ 7/. Zw(zi )n Z( (71)n
z+1 z+1 L+il+4 57 (1+z)"+1 1+i = (1+int! 4 (14 d)ntd
10. R = v/2. Cela se voit directement sur la série entidre ou en remarquant que -2~ € H(C \ {—i}) et que |1 — (—3)| = V2.

z+z

11 et 12. En posant f(z) = ¢** R(z) avec R(z) = (z—\/ii)(z+\/§i)l(z—\/§i)(z+\/§i) qui est une fraction rationnelle de degré —4 sans

poles réels, on a d’apres le cours et la formule des résidus,

et . ) o . ) .
/Rmdt = 2mi Z Rés(f,a) = 2mi(Rés(f, V'2i) + Rés(f, V3i))

péles a avec Im(a) > 0

[ V2 o3 V2 o3
i (2\/§z’(3—2) * (—3+2)2\/§z‘> :ﬂ< V2 o \/§> '

L’intégrale de la question 11 est la partie réelle de cette quantité, c’est-a-dire elle méme car la quantité est réelle. L’intégrale de la
question 12 est la partie imaginaire de la quantité donc est nulle (on pouvait le voir directement car on intégre sur R une fonction
impaire).




