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Cochez directement vos réponses sur le sujet pages 2 et 3.
Il peut y avoir plusieurs bonnes réponses dans chacune des questions du QCM.

Toute réponse fausse sera comptée négativement.



Intégration et transformée de Fourier

1. Cocher les assertions correctes.
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3. Soit a,b > 0. Pour tout x € R, on définit F(z) = / — cos(xt)dt. On a :
0
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soit encore
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On en déduit, a une constante additive C' pres,
. 1 b*+x a‘+
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4. L’intégrale / e~ gy vaut
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5. Soit f : R — R une fonction paire qui est dans L!(R). Parmi les figures suivantes, y en a-t-il
qui pourraient représenter la transformée de Fourier de f 7
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6. En utilisant la transformée de Fourier, le calcul du produit de convolution * donne
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Analyse complexe
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Le développement en série entiere de la fonction f en z = 0 vaut
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Le rayon de convergence du développement obtenu est égal a
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8. Quel est le début de la valeur exacte de sin(1)?
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9. Soit I'intégrale / cos(z) dz, ou CT(0, R) est le cercle, parcouru dans le sens trigono-
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métrique, de centre 0 et de rayon R = N + 1 ou N est le dernier chiffre de la date de votre jour

de naissance a préciser dans la case . L’intégrale vaut :
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Correction du DS de novembre 2025 “Outils d’analyse pour l’ingénieur”

1. fi(t) := t®sin(t)e~ | est continue sur R. L’intégrabilité s’étudie de la méme maniere en oo (la fonction est impaire). Par
croissances comparées, |t2f1 ()] . —>+ 0, d’ott |f1(t)] < t~2 pour t > A ot A est assez grand, donc fi € Ll(]R). On peut faire le
—+00

méme raisonnement avec fi(t)2 = t'6sin?(t)e~2I*l, donc on a aussi fi € L2(R).
1 V2 N 1
t) == = est positive et continue sur ]0, +oo[. A I’aide d’un DL, on voit que f2(t) ~ — e L(]0,1])\L?(]0, 1]).
fall) 1= s = st 10, o] onvoit que fa(t) . <= € L!(0,1)\L(0,1)
Par ailleurs, fa(t) Aot V2e7t? € L ([1, +oo]) N L2([1, 400[). Donc f2 est dans L*(]0, +oo[) mais pas dans L2(]0, +oc]).
—+00

—t
e
f3(t) = o est continue et positive sur R donc on étudie I'intégrabilité en +oo. On a f3(t) A 1 donc ni f3, ni f2 n’est
e~ ——o00

intégrable en —oco. On en déduit que fa n’est ni dans L'(R), ni dans L?(R) (méme si on peut par ailleurs remarquer que comme
—t

e
fa(t) e 2 f3 et f§ sont intégrables en +00).
oo

) = 2
Mais f4(t)

est continue et positive sur 0, 1[. On étudie 'intégrabilité en O et en 1. On a fa(t) ~ N 1 e LY(Jo,1/2))NL2(]0,1/2]).
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2. Pour tout n € N, fr(z) :=

e L([1/2,1])) \ L2([1/2,1]). Donc f4 est dans L1(]0, 1[) mais pas dans L2(]0, 1]).

n

1
— % est continue et positive sur [0, +-o0o[. De plus |fn(z)] < 1 € L1([0,1]) et |fn(z)| < — €
14 23 23

LY([1,400]), donc 'hypothese de domination du théoréme de convergence dominée est satisfaite. Comme fp,(z) — 0 sur [0,1] et

i 400 n 1 “+oo 1
fn(z) = 273 sur [1, +oo[ quand n — +o0, on obtient lim — L dr= / Odz + / 7 3dx = .
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3. La fonction F' est une intégrale & parametre F'(z) = / f(z, t)dt avec f(z,t) = — cos(xt). D’apres le théoréme de
dérivation sous le signe intégral (exercice : les hypotheses sont satisfaites), on obtient :

+oo of +oo
F'(z) = / —(z, t)dt = f/ (e~ — e~ %) sin(xt)dt (lére case & cocher).

o Oz 0

+oo by i 1
La valeur de cette intégrale est la partie imaginaire de —/ (emat — 7ttt = b—in , soit finalement F'(x) =
—ir  a—ix
x x (22 R her) 0
——— — —— (2&me case & cocher).
B2+ 22 a2+ a2
b2 + 2

1
En intégrant la valeur de F’(z) obtenue ci-dessus, on trouve facilement F(x) = 3 In ( ) + C ol C est une constante (3eme

a? + z?
case & cocher).
C’était non demandé mais on peut calculer la constante C' : en transformant 'intégrale définissant F' a I’aide d’une intégration par

b2 + x2
parties, on démontre que F(x) — 0. Comme par ailleurs, = In o — 0, on en déduit C = 0.
T—+00 2 a2+ 22 ) 2400
1 —_—
4. On reconnait la transformée de Fourier de la gausienne e=” évaluée en & = ——. D’aprés le tableau, on trouve e—=> (—@2m)~ Y =

2m
e /4,

5. D’aprés le cours, on sait que la transformée de Fourier d’une fonction dans L!(R) & valeurs réelles et paire est elle-méme une
fonction paire & valeurs réelles. De plus, la transformée de Fourier d’une fonction L!(R) est continue et tend vers 0 en oo. Sur la
lére ligne, il n’y a que la premiére fonction “cloche” qui convienne (la deuxiéme n’est pas paire et la troisieme ne tend pas vers 0
en to00). Sur la 2eme ligne, il n’y a que la 2éme fonction qui convienne (la premiere est impaire et la troisieme est discontinue). Au
final, il y avait 2 cases a cocher.

— ——\ 2 —
6. Dans L'(R), on a 1-&-% * 1+%(5) = (ﬁ) (€) = (me271€1)2 = 72e=47l¢] en calculant 14_112 par inversion a 1’aide du tableau.
Par inversion, il suit (ﬁ * 1_‘_ﬁ)(fx) = m2e—47lel(z) = 4i7;2 en utilisant encore le tableau. Finalement (ﬁ * 1+ﬁ)(az) =

27 27
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7. De fagon évidente, f(z) = T2 est une fraction rationnelle avec un pdle d’ordre 1 en z = —1+4 donc f € H(C\ {—1+i}).
—i+2z
De plus (z — (—1+414))f(2) = 1 donc Res(f, —1+14) = 1. Comme f est holomorphe en z = 0, on peut I’y développer en série entiere :

f(z) ! ! ! § =" » io D" L d de cette séri tie t R = /2 :cClest
z) = —_— = - 2" = —————2". Le rayon de convergence de cette série entiere es = :c’es
I—il+ 2 1-i& (- = @—ipnt Y &
le rayon du plus grand disque ouvert centré en 0 inclus dans C\ {—1+ 4} ; on peut aussi le calculer avec le critére de d’Alembert.
1 1 1
8. On utilise la série entiére de sinus, sin(1) = 1— st 120 720 +---. En calculant & la main, on obtient 1 — % + ﬁ =0,84166---.
Le terme suivant est de I'ordre de 0,001 et ne modifiera pas la 2¢me décimale. Donc sin(1) ~ 0, 84.
. cos(z) . R ) . . .
9. La fonction g(z) = m est holomorphe sur C privé de ses 2 poles 12i et —12i. Quel que soit le chiffre N € {0,1,2,...,9},
z

1 < R <10 et donc f est holomorphe sur le disque D(0, R). Par le théoréeme de Cauchy, I'intégrale est nulle.



1 1
(2 -2z +2)2 (2= (1+0)2(z— (1-14))?
ayant 2 poles non réels. D’apres le cours I = 2ni Rés(R, 1+ i) (car 1+ ¢ est le seul pole au-dessus de laxe réel). Comme a :=1+¢
est un pole d’ordre 2, le résidu recherché sera le coefficient d’ordre 1 du développement en série entiére au voisinage de a de

C’est une fraction rationnelle de degré —4 < —2

10. Soit I lintégrale et R(z) =

1 1 1 j 1 1 — —a)?
(z—a)’R(z) = — = — — - P — .Commele—z ,a—i-w-i-u-,endérivant
(z=144)2 (202 (142522 2 \1+ %2 1452 2i (21)2

(z—a)+... Dou Rés(R,1+1) = —i/4 et donc [ = 7/2.

cette série entiére, on obtient : (z — a)2R(z) = —

=
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