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Exercice 1. On considere I’équation de transport

ou ou
E@j’t) + ca—x(:c,t) =0, z€R, t>0,

u(z,0) = up(x), z € R,

ol ¢ est une constante et ug une fonction continue sur R donnée.
Pour résoudre numériquement (1), on considere le schéma

nt+l u?+1 +“}L—1
J 2

At 2h

U n
=L . (2)

On rappelle que u} est une approximation de u(z;,t,) pour tous les (z;,t,) dans
la grille (jh,nAt)jcznen. Les pas d’espace h et de temps At sont des constantes
strictement positives.

1.1. Réécrire la schéma sous la forme

1
uptt =l A+ a(ufy, — o) +b(uf 4+ ulo - 2ub),
en donnant les valeurs de a et b en fonction du coefficient CFL A = ¢4%. Le schéma (2)

est-il explicite ou implicite ?

On définit 'erreur de troncature du schéma (2) par

u(zy, tos1) —ul@s tn) | cul(wjpr,tn) — u(@j—1,1n)
At 2 h
Lu(zjsr,tn) +u(zjo1, tn) — 2u(zy, t,)
2 At ’

Rjn(h, At, u) =

ot u est une solution réguliere (C* par exemple) de (1).

1.2. Démontrer qu’il existe une constante M telle que
@, tnr) = W@, t) | Ui, tn) — (@1, t)
At 2 h

wW(Tjt1,tn) +u(zj1,t,) — 2u(x;, ty) lc|h (|0%u
< t
At <\ gzt i)

< M(At + h?)

+Mh2>.

1.3. Déduire de la question précédente que si A > 0 est fixé, le schéma est consistant
et d’ordre 1 en temps et espace.



On étudie maintenant la stabilité du schéma.

1.4. Réécrire le schéma (2) sous la forme

n+1

U;

— n n
= aul | + fujy,

en donnant les valeurs de «a et 3 en fonction du coefficient CFL A = c%.

Pour étudier la stabilité du schéma, on le teste sur les données initiales u? = etk
ke Z.

1.5. Démontrer que uf} = g(A, kh)”ug avec

1—X . 1+ .
eikh + —

1.6. Démontrer que le schéma est stable si et seulement si |A| < 1.

[On calculera |g(\, kh)|? ; on rappelle que le schéma est stable si et seulement si
lg(A, kh)| < 1 pour tous k.J

1.7. Donner la formule exacte de la solution de (1) en fonction de wug et c.

1.8. On fixe ¢ = 1. Sur deux dessins séparés, représenter, dans le demi-plan (z,t),
r € R, t > 0, une grille avec A\ = 1/2 pour le premier et A = 2 pour le deuxieme.
Sur chacun des dessins, dessiner le cone de dépendance théorique et numérique au
point (xg,t3). Interpréter.

Exercice 2. On veut résoudre le systeme suivant :

((Ou  O*u
— - — =0 0 L t>0
o1 axQ—i—*yu , <x < L, t>0,
0
a—Z(o, t) =0, t>0, (3)
u(L,t) =0, t >0,
[ u(x,0) = ug(z), 0<z<L,

ol v € R et L > 0 sont des constantes fixées et ug est une fonction C! par morceaux
sur [0, L].
2.1. Déterminer u € R de sorte que, par le changement de fonction inconnue
v(z,t) = etu(x,t), on se ramene a I'équation

ov v

o o2V @

Ecrire le nouveau systeme satisfait par v.

2.2. On cherche des solutions de (4) a variables séparées sous la forme v(x,t) =
o()(t). Déterminer la forme générale de ¢ et 1.

2.3. Démontrer que si 'on cherche ¢ et 1 de maniere a satisfaire les conditions
limites, on trouve une infinité de solutions qui peuvent s’écrire vi(z,t) = ¢ () (t)
ou k=0,1,2,... Donner 'expression des ¢ (), Y (t).
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2.4. Trouver la solution du nouveau systeme en cherchant v sous la forme
v(z ) =Y dla)en(t).
k=0

En déduire la solution u(z,t) du systeéme initial (3).
2.5. Application : on choisit y=1 et ug(x) = cos(57 ). Déterminer u(x,t). Représenter
Uallure du graphe de g et de la fonction = — u(x,t) pour un t > 0 fixé.

2.6. Décrire une situation physique qui peut étre modélisée par le systeme (3) (on
pourra imaginer que u(x,t) est la température dans une barre de longueur L et
décrire ce a quoi correspondent les conditions aux limites).

2.7. Siy > 0, déterminer la limite de u(z, t) quand t — 400 et interpréter le résultat
a l'aide de la modélisation proposée dans la question précédente. Si maintenant
v < —%, quelle est la limite de u(z,t) quand ¢ — +oo 7 Est-ce physique ?

Exercice 3. On considere le probleme

{ —Au(z) + Au(x) = f(z), =€, (5)
u(z) =0, x € 02 (le bord de ),

o1 Q) est un ouvert C! de RY, X\ est une constante réelle et f € L*(Q).

3.1. Ecrire la formulation faible du probleme (5) dans H(Q).

3.2. Démontrer que I(v) = [, f(z)v(z)dz est une forme linéaire continue sur
H}(Q).

3.3. Démontrer que a(u,v) = [,(Vu(x) - Vou(z) + lu(z)v(z))dz est une forme
bilinéaire symétrique continue sur Hg () x H} ().

3.4. Démontrer que, si A > —%, alors la forme bilinéaire a est coercive. En déduire
que dans ce cas, il existe une unique solution faible au probleme (5).

[La constante cq > 0 est la constante qui apparait dans l'inégalité Poincaré.]
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