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Partie 1

Dans tout le probleme, Q est un ouvert borné de R? et «, 3 > 0. On considere une suite A,
de M(a, B; Q) qui H-converge vers A,, et P. un correcteur associé a A..

Les questions 1-4 sont largement indépendantes.
1. a) Soit B € R¥? une matrice antisymétrique constante. Montrer que pour tout v € H* (),
div (BVwv) = 0 dans D'(2).
b) Montrer que la suite B. := A. + B appartient a un ensemble M(«, 5';€2) avec 8 > 0 (on ne

cherchera pas a calculer précisément ') et H-converge vers A, + B. On pourra considérer un
correcteur associé a A..

¢) Le résultat subsiste-t-il lorsque B = I; ? Justifier votre réponse a 'aide d’un exemple simple.

2. On suppose que A, est symétrique et que A, AZ' convergent respectivement vers A, A~
dans L>°(Q2)44 faible *, i.e.

Vo e LNQ)™ ) lim Aezq)dx:/f_l:@dx et lim A;lzédx:/é_lzq)dx.
Q Q Q Q

e—0 e—0

a) Soient A € R? et p € C>(Q). Passer a la limite dans l'intégrale suivante en justifiant les
convergences,

/A8 (PA=A) - (PA— A @dx > 0.
Q

En déduire que A, < A p.p. (presque partout) dans Q.
b) En partant de l'inégalité

/ ATV (AP = N) - (AP — \) pdz >0,
Q

montrer de méme que A, > A p.p. dans (.

3. On suppose que d = 2 et qu'il existe une constante 6 > 0 telle que det (A.) = § p.p. dans Q.
Montrer que det (A,) = § p.p. dans €.



4. On suppose que d = 2. Soit a : y —> ay1(y1) az(y2) la fonction Y-périodique, définie sur la

période Y := [0, 1]? par I’échiquier & quatre phases de méme fraction volumique :
g af
a =
1 o'

a) Pour i = 1,2, déterminer une fonction w;(y) = w;(y;) 1-périodique, continue sur R, affine
par morceaux sur [0, 1], telle que w;(0) = 0, w;(1) = 1 et div (aVw;) = 0 dans D’(R?).

b) En déduire que la matrice homogénéisée A, associée a la suite A (7) := a(%) I, est égale a

a(B+1) 0
a+1
0 Bla+1)
B+1

Quel résultat retrouve-t-on lorsque =17

c¢) Calculer le déterminant du correcteur associé a A. et retrouver dans ce cas particulier un
résultat général que 'on rappellera.

Partie 11

Les questions 1-4 sont indépendantes.

1. Le but de cette question est de démontrer le résultat de stabilité suivant :

On suppose que, pour € > 0, u. est une sous-solution de viscosité continue de l’équation
parabolique dégénérée

{ aa% + F.(x,t, Duc, D*u.) = 0 dans RV x]0, +00], (1)

us(z,0) = up(x) dans RY,

olt ug est continu sur RY et F. est continue sur RY x [0, +oo[xRY x 8 (8y est 'ensemble des
matrices symétriques réelles de taille V). On suppose de plus que, lorsque ¢ — 0, F. converge
localement uniformément vers une fonction F sur RY x [0, +o0o[xRY x 8y et u. converge
localement uniformément vers une fonction u sur RY x [0, +oc[ (on rappelle que la convergence
locale uniforme est la convergence sur tout compact du domaine de définition de la fonction).
Alors u est une sous-solution de viscosité continue de (1) (avec F. remplacé par F).

a) Démontrer que si une suite (v.) de fonctions continues sur R x [0, +o0o[ converge localement
uniformément vers une fonction v et que v admet un maximum local strict (z,t) € RY x]0, +o0,
alors il existe une suite (z.,t.) de maxima locaux de v, telle que (z.,t.) — (T,¢) (on rappelle
quun maximum local (T,7) est strict s’il existe une petite boule B((Z,7),7) C RY x]0, +oo|
telle que v(x,t) < v(Z,t) sur B(z,7) \ {(T,1)}).

b) Démontrer que si, pour une fonction ¢ € C?(RY x]0, +o0|), u — ¢ admet un maximum local
(7, 1), alors u — 1) admet un maximum local strict en (T,t), ou

(o t) = (e, t) + o 7| + |t = 7P,

¢) Démontrer le résultat de stabilité.



2. Si Q est ouvert borné de RY de bord I'y = 9, on appelle (T';, Q4)¢>0 Uevolution généralisée
par courbure moyenne du front initial I'y obtenue par l’approche par ligne de niveaux (on a
Iy = 98, pour tout t > 0).

Démontrer le principe d’inclusion suivant :

Supposons que (I'}, Q)0 et (I'Z, Q2);>0 soient les évolutions généralisées de deux fronts initiaux
compacts T'§ et T3, Alors

Oy C Of - Q) C Q2 pour tout t > 0.

[INDICATIONS : on pourra démontrer que les fonctions distances signées d*(x,T%) (positives
dans QF), i = 1,2, sont telles que d*(x,T}) < d*(z,T2), et s’en servir pour construire des
données initiales permettant d’appliquer le théoréme de comparaison.]

3. Soit I'y un front initial compact (qui est le bord dun ouvert €, C RY). Démontrer qu’il
existe un temps d’extinction t* > 0 tel que I'; = () pour ¢ > t*. Donner un majorant de t* en
fonction du rayon de la plus petite boule contenant I'y et un minorant de ¢* en fonction du
rayon de la plus grande boule contenue dans €.

4. Soit Ty le tore de parametres a > 0 et b > 0; b est la rayon du “tube”, a le rayon du grand
cercle et Ty la surface du tore plein d’intérieur €y (voir Figure 1). Décrire qualitativement
I’évolution généralisée par courbure moyenne du tore dans les deux cas suivants :

— lorsque a est grand devant b;

— lorsque a — b est petit devant b.

[On ne demande pas de faire de calculs mais d’expliquer qualitativement ce qu’il se passe en
apportant quelques éléments de justification pertinents.]




