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Exercice 1. On veut résoudre I’équation de transport d’un fluide compressible
posée dans un tube de longueur L,

ou(t, x) N O(v(z)u(t, z))

=t O<zx<L,t>0,

ot ox (1)
u(0,x) = ug(x), 0<z<IL,
ult, 0) = g(t), >0,

ou la condition initiale ug(x) et la condition d’entrée a gauche dans le tube g(t) sont
des fonctions données et la vitesse du fluide dans le tube est v(x) = 1 + x.

1.1. Déterminer la caractéristique z(t) d’équation 2’(t) = v(x(t)) passant par le
point (tg, zg) pour top > 0 et 0 < 2y < L. Dessiner l'allure des caractéristiques.

1.2. Trouver I’Equation Différentielle Ordinaire qui régit la variation de I'inconnue
u le long de la caractéristique z(t) et résoudre cette EDO.
[On dérivera par rapport au temps la quantité u(t, z(t))./

1.3. Résoudre le probleme (1).
[On donnera la solution dans chacune des zones séparées par la caractéristique cri-
tique.]

1.4. Application numérique : donner la solution lorsque ug(z) = 5% et g(t) = t.
Exercice 2. On considere une barre de métal de longueur L parfaitement isolée

latéralement (cf. Figure 1). La température u dans la barre ne dépend que de
I’abscisse = et est régie par le systeme suivant :

%(t,x) gZ(t 2)=0, 0<z<L, t>0, 2)
u(t,0) = t>0, (3)
u(t,L) = TL, t>0, (4)
u(0,z) = up(x), 0<z<IL, (5)

olt A > 0, T, € R sont des constantes et ug : [0, L] — R est une fonction C'! donnée.
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Figure 1 : la barre de métal

2.1. Quel est le nom et I'unité physique de la constante A qui apparait dans
I’équation (2) 7 Expliquer a quoi correspondent physiquement les conditions au
bord (3)-(4). Décrire qualitativement (sans résoudre ’équation) 1'évolution de la
température dans la barre en fonction du temps.

On se propose maintenant de retrouver mathématiquement I’évolution de la tempé-
rature en résolvant le systeme.

2.2. Trouver une fonction f : [0,L] — R de la forme f(z) = ax + 5 (ot o et 8
sont des constantes a déterminer) de sorte qu’en posant u(t,z) = v(t,z) + f(z), la
nouvelle fonction v(¢, x) soit solution du systeme

%(t,x)—)\%(t,x):(), 0<z<L, t>0, (6)
v(t,0) = t >0, (7)
o(t, L) = t>0, (8)
v(0,x) = vo( ), 0<z<IL, (9)

ol vy est & déterminer.

2.3. On cherche une solution de (6) sous la forme V(t,2) = ¢(2)(t). Ecrire les
équations différentielles ordinaires satisfaites par ¢ et ¢ et donner leurs solutions
générales.

2.4. Démontrer que si I'on cherche ¢ et ¥ de maniere a satisfaire de plus les con-
ditions au bord (7)-(8), on trouve une infinité de solutions qui peuvent s’écrire
Vie(t, z) = or(x)x(t) avec k = 1,2, ... Donner I'expression des ¢ (x), 1 (t).

On suppose maintenant que ug(x) = 77, dans la condition (5).

2.5. Déterminer des constantes v, k = 1,2, ..., de sorte que I'on puisse écrire

2.6. En exploitant la condition initiale (9) et en utilisant la question précédente,
trouver la solution v(t,z) du systeme (6)-(7)-(8)-(9) puis la solution u(t,z) du
systeme de départ (2)-(3)-(4)-(5).

2.7. Quelle est la limite de u(t, z) quand ¢t — +oo 7 Comparer avec 2.1.



