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Cochez directement vos réponses sur le sujet pages 2 et 3.
Il peut y avoir plusieurs bonnes réponses dans chacune des questions du QCM.

Toute réponse fausse sera comptée négativement.



Intégration et transformée de Fourier

1. Cocher les assertions correctes.
t* — 53 +6

(o™ el'® [ 55 g L0 +0c) [ 1_;—/0;@ eL'(0,1)) [] 11_t2 eLy(]
(e el’R) [ ] % eL*([0,+00]) [ ] 1_;—;)23@ er’(0,1)) [ | \/% eL?(]

2
2. P > 0, 'intégrale I(a) =
our a > 0, I'intégrale I(a) /0 T+ at

D n’existe pas D In(1+a) D In(1+2a) D In(1+a) D In(1+42a) D In(1+2a)

a a a
. . x2—2y2 —1(22+44?)
3. En faisant un changement en polaires, on trouve que ﬁe 2T dxdy vaut
R2 L7 TY

o O- O O 0% O- O-2 O-20 Qor Qe
4. La transformée de Fourier de e~2t=2=! vaut

1 2 e~ 2ime e~ 2e~ %

o Uirme Urgee Uimme Ui Uiree

5. Soit fi(z) = xe ™ et folx) = 111 1().
Alors fi * fo(x) vaut

| | non défini [ ]o [ ] 2¢~(1+%)gh () [ ] e~ 1+ ch(22)
[ ] —e~ I+ eh (2) [ ] e~ 1+)sh (22) [ ] —e~H)gh (22) [ ] —2¢~(1+#%)ch(27)
et jT*\fg(f) vaut
| | non défini [ ]o [ ] 2\/;7r§€7r2£2 sin(2m¢)

D —ie™™ ¢ sin(2¢) D —iy/me ™€ sin(2m€) D —2iy/me ™€ sin(27¢)

6. Donner Iallure de la transformée de Fourier de e=*"

D elle n’existe pas D D
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Analyse complexe

7. On définit le logarithme complexe principal Log (z) sur C\ R™ (le plan complexe fendu privé

du demi-axe des réels négatifs) en choisissant 'argument de z dans | — 7, w[. Asssocié a ce

logarithme, on définit la fonction z'/? = ealos(2)

Soit j = —% + \/731 D j = ei™/3 D j= 62i7r/3 D j = e 2im/3 D j= _e2im/3
[ ]i=J [ ]i=7 (17 =—75 []7 = et/
D (j2)1/2 =J D (j2)1/2 =J D (j2)1/2 = e /3 D (j2)1/2 n’existe pas

Log(2ij) = [ |m2+%i [ |2+ [ |[m2-% [ 25
1—i
8. Soit = :
SRS e By ) Py
1 1 1 1 1 1 1 1

f(z) = DZ—2+Z—1—i Dz—2_z—1—@' Dz—2_z—l+i Dz—l_z—l+i
[ Jrex@©) [JrexE\{2,1+i}) []feHC\{-2-1-4}) [ ]feH(C\{2,1-i})

Le développement en série entiere de f en z = 0 est donné par

+00 +oo

D n’existe pas D Z ( 2n+1 + %) z" D Z ( 2n+1 + r )"H) z"
Toff i

O Z( wrtaie) . O (Fr-—ae) . O X (o) =
n=0 n=0

Le rayon de convergence du développement obtenu est

R= [ |wexistepas [0 []J1 [|v2 []2 [J1+i []J2+4Vv2 [+

mn(_1 n—1
9. Soit g(z) = g ¥z” de rayon de convergence R.
n

n=1
R = DO D% Dl D\/i D2 D—l D+oo Dn’existepas
Pour z € D(0, R), la somme g(z) vaut

[ ]0 [ |Log(1+z2) | ]Log(l1+2z) | |Log(l+ g) [ ] 2Log(1+ 2)

Pour z € D(0, R), quelles expressions ci-dessous sont égales a ¢'(z) ?

2 1 =
D ¢'(2) n’existe pas D 112 D 1522 D ; 2"(=1)"2"
0 1 2 — 2n+1 1) "
L] L] 1+z [ 1+2z2 l HZ; (=)=
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2 . N . z B . z _ 2
1. t7e ¥ 1t est continu sur R donc le probleme d’intégrabilité ne se pose qu’en oco. Par croissances comparées, |tke t +t\ i 0
t—+oo

2
pour tout k > 0, d’out |t7e’t2+t| < t72 pour [t| > A ol A est assez grand, donc t’e~¢ Tt € LY(R) N L2(R).

4_£,3
La fraction rationnelle £=22%8 a un dénominateur qui ne s’annule pas sur [0, +oo| (car t5 +13 +1> 1> 0si t > 0) donc elle est
t5+t3+1
4 3
continue sur [0, +oo] et le probléme d’intégrabilité ne se pose qu’en +oo. Mais | £=35468| ~ 1 donc, par le théoreme d’équivalence,
O+341 | f oot
oo

4 3
% n’est pas dans L1([0, +-co[) mais est dans L2([0, +o0]).
17;57352@) est clairement continu sur ]0,1] car le dénominateur ne s’annule qu’en 0. Pour étudier l'intégrabilité en 0, on fait un

DL : cos(t) = 1 — & + o(t?) d'on ‘Los(t) 1

w572 | oai et 2%/2 est intégrable en 0 (intégrale de Riemann avec « = 1/2 < 1). Par le
o

théoréme d’équivalence, on obtient que 17:57(;52(” € LY([0,1]). Mais )17:57(;52“)‘ oy O— et cette derniére fonction n’est pas intégrable

en 0 (intégrale de Riemann avec @ = 1). Donc 17:57(/)52“) Z 1.2([0,1]).

La fonction ﬁ est continue sur | — 1, 1] donc on n’a de probléme d’intégrabilité qu’en +1 ol le dénominateur s’annule. L’étude

en —1 et en 1 se fait de la méme facon. En 1 par exemple, on a Par un changement de

1 _ 1 ~ 1
V12 A=)+t 51— 1/2(0-1)

variable u = 1 — ¢, on se rameéne a intégrabilité de la fonction de référence \/% en 0 (Riemann avec a = %) On obtient que

ﬁ € L1([0, 1) mais \/1177 & L2([0,1[). On en conclut que — est dans L'(] — 1,1[) mais pas dans L2(] — 1, 1]).

2 dt In(1+at)]*  In(1+2
2. Par un calcul direct, I(a) = / = [ n(d+a ):| = n(+ a)‘
0 0

1+ at a a

3. Par un changement de variables en coordonnées polaires et le théoreme de Fubini, on a

27 + oo 27 + 27
/ z2_2y22 e_%(12+92)da:dy = / (cos? §—2sin? 9)d0/ re” 3" dr = (1—3sin?0)do [—e_%rz] o oo:/ (1—%(1—005(29)))d9 = -
0 0 0 0

A

—

. . . . —9olt— L it _old —ig
4. En utilisant la formule du décalage en temps pour la transformée de Fourier, on a e 2t=5r| = emige—2It] = 1_‘6_777252

5. Par définition, f1 * fa(z) = [z(z — y)e <z’y)21[,1yl]( Ydy = f (x—ye (I’y)Qdy = fz+1te’t dt par le changement de
variable ¢ =  — y. Par primitivation on obtient fi * fa(z) = 7(6—(14—1)2 —e (- 1)2)/2 =e(2* +Dsh(2z).

On a f * fo = fifo = we—*° lﬁ]. En utilisant la formule de dérivation de la transformée de Fourier pour la gaussienne, on a

1‘6/—?2(5) =1 e/—ﬁl(g) =1 (\/776*”252)’ = —i\/771'7r$e*’T2§ D’autre part, 1 —1,1](§) = 2sinc(27¢). Finalement f; * fg( ) =

—2im —2im
2.2
—iy/Te™™ & sin(27€).
— )2
6.0nae > = \/77re*”2§ = /e 1/7r . On voit que la transformée de Fourier d’une gaussienne d’amplitude 1 et d’écart-type 1

est une gaussienne, d’amplitude /7 > 1 (son maximum est plus grand) et d’écart-type % < 1 (elle est plus étroite). 11 fallait donc
cocher la case du milieu en bas.

7.0n aj = —% + ?z = €27/3 On a j2 = (ei27"/3)2 = MT/3 = gmi2m/3 — j €EC\R et (j2)1/2 = (e_izw/s)l/z =
lLOg(E_mﬂ/s) —e3(=%F) = ¢=i7/3_ D’autre part, Log(2i7) = Log(2e™/2e2i7/3) = Log(2e77"/6) = In|2e7i"/6| + jArg(2717/6) =

In(2) — i2Z . 1l y avait donc 5 cases & cocher : la 2, 6, 8, 11 et 16.

1 1 1—4
8. Une simple mise sur le méme dénominateur donne — - = — = f(z), qui est une fraction rationnelle
z—2 z—1—1 (2—=2)(z—1—1)
dont le dénominateur s’annule exactement en z =2 et en z =144, dou f € H(C\ {2,1+ ¢}). La fonction f étant holomorphe en
0, on peut la développer en série entiére en z =0 :

+o0o n +oo
—1 1 11 1 1 2 1 1 n
1) = s 2175+1+11—ﬁ Z() 1+inz::0(l+i> _nz::o( 2"+1+(1+i)”+1)z'

k3

Le rayon de convergence de la série entiére est le rayon du plus grand disque centré en 0 qui est inclus dans le domaine d’holomorphie
C\ {2,1+ i} de f soit la distance de 0 & 1+ 4 qui est v/2.

n n—1
9. Sian = &, on a |Intl| — — 2 quand n — +o0. Par le critére de d’Alembert, on en déduit R = =
n an n+1
et
On a g(z) = Z (22)™ = Log(1 + 2z) d’apres les formules du cours.
n=1

Dans le disque de convergence D(0, %), on peut soit dériver ’expression de la somme obtenue, soit dériver directement la série

2 X pon(—1)n—t =
entiere. On trouve g/(z) = 152 = Z 7,2”71 = Z 2n+1(_1)nzn (2 cases a cocher).
z n

n=1



