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Cochez directement vos réponses sur le sujet pages 2 et 3.
Il peut y avoir plusieurs bonnes réponses dans chacune des questions du QCM.

Toute réponse fausse sera comptée négativement.



Intégration et transformée de Fourier

1. Cocher les assertions correctes.
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2. Pour a > 0, l'intégrale I(a) = a2 vaut
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3. En faisant un changement en polaires, on trouve que / e~ 3@ +v?) dxdy vaut
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5. Donner D'allure de la transformée de Fourier de el
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6. Soit g(x) = 1j_1,1(z). Alors g* g(§) vaut
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Analyse complexe

7. On définit le logarithme complexe principal Log (z) sur C\ R™ (le plan complexe fendu privé
du demi-axe des réels négatifs) en choisissant 'argument de z dans | — m, 7|.
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avec un rayon de convergence
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8. Soit f(z) = i M 21+1 pour z € C.
— (2n + 1)!

f(z) = D 0 D cos(z) D sin(z) D sin(7z) D —msin(7z) D n’existe pas
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Le développement en série entiere de g en z = 0 est donné par
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Correction du DS de novembre 2024 3GMA FISA “Outils d’analyse pour ’ingénieur”

1. t*e= V7 est continu sur [0, +o0[ donc le probleme d’intégrabilité ne se pose qu’en +oco. Par croissances comparées, |t e ‘[| ~+> 0
t——+o0

pour tout k > 0, d’out |t4e"ﬁ| < t=2 pour |t| > A ot A est assez grand, donc the=Vig L1([0, +o0]) N L2(]0, +00).
sin(¢) |2

La fonction %

1 .
< 1l sur |1, o0, %(t) € L2(R).

est continue sur R donc les problémes d’intégrabilité ne se posent qu’en +oo. Par parité, il suffit d’étudier le cas de +oo.

est continue sur R mais % ¢ LY(R) (cf. cours). Comme

1
V1+t2

Comme 0 < 1

1 o 1 2 ;
= et que + € L' ([1, +oo[) mais ; € L*([1, +o0[), on obtient que e

n’est pas dans L'(R) mais est

\/1+t2 t—>+oo

dans LQ(R),
fo W est une intégrale de référence de Riemann avec a = % < 1et2a= % > 1. On en déduit que ﬂ% € L'(]0,1]) et
s & L2(0,1)).
too gt too ds
2. Par un calcul direct, en procédant & un changement de variable s = y/at, on a I(a) = / —_— = / =
oo 14+ at? Vva 14 s2
1 T
+oo _
—— |arctan(s = —.
= lorctan() X = 7
3. Par un changement de variables en coordonnées polaires et le théoreme de Fubini, on a
2 oo 2 1+cos(26) 1 +oo
/ 2 o3ty )dacdy*/ cos? 9d6/ re=3" dr:/ 7d9[ *ST] =z
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4. En utilisant la formule du décalage en temps pour la transformée de Fourier, on a e=(z=0)? = ¢=2imébe—2> — | /re—(2imEbtm=7)
D’autre part, d’apres la formule de la transformée de Fourier de la dérivée, on a f// = (2i7r§) f: - 7r2§2ﬁe_(2i7"5b+"'252) =
74ﬂ.5/2£26—(2i1r§b+7r252)_

71-&-43352 qui est une fonction de type “cloche” (paire avec un maximum positif en zéro et

décroissante vers 0 en +o0). 11 fallait donc cocher la case du milieu du haut.

5. D’aprés le formulaire, e~ ¢l =

6. D’apres la formule de la transformée de Fourier d’un produit de convolution, on a g% g = 1[_171]/*\1[_1’1] = (1[/_;])2. Enfin,
comme on connait la transformée de Fourier du créneau, on obtient finalement g% g = (2sinc(27€))? = 4sinc?(2n¢).

7. Le réel négatif —1 n’appartient pas au plan fendu C \ R~ donc Log(—1) n’existe pas.
Le nombre complexe 3e®7/5 n’est pas un réel negatif donc appartient au plan fendu C\ R™.

Log(3e%07/%) = In |3¢%067/5| + jArg(3¢*67/5) = In3 — z— (attention : % €] — 7, [ et Arg(3e107/5) = ?7( 2r = f%r).
—+o0
n—1
En écrivant le développement en série entiere de Log(1 + 2) (cf. cours) pour z/4, on obtient Log(1+ %) = %z”.
n=1

Le rayon de convergence du développement précédent est R = 4. On le voit, soit en appliquant le critére de d’Alembert, soit en
utilisant que le développement de Log(1 + z) étant valable pour |z| < 1, celui de Log(1 + %) est valable pour |z/4| < 1 soit |z] < 4.

oo
_1)"
8. f(z) = g ﬁ(ﬂ'z)2"+l = sin(mwz) (cf. définition de sin dans le cours). En dérivant I’égalité précédente, on a, pour tous
n !
0

o (71)1171.277.4—1 el 1)n 2n+1

z€C, f’(z):Z

n=0

n

m@ n+ 1)z Z @) ——————2°" = wcos(mz) (il y avait donc 2 cases & cocher pour f/(z)).

9. Le trinéme du second degré 22 —/2z + 1 se factorise en 22 — 2z +1 = (2 — ﬁ %)(z — % + %) = (z—€l™/1)(z — eI/,
1 ] %
En décomposant en éléments simples, on obtient g(z) = - -
(zf%fﬁ)(z77+\%) \[z—l—i—z V2z—-1—i
La fonction g est une fraction rationnelle dont le dénominateur s’annule en z = 7 + f —ei™/4 et z = % - % = e~"/4 donc

g € H(C\ {e'm/4,emim/4}).
On développe en série entiere la décomposition obtenue précédemment puis on remet les deux développements sous le méme signe
somme :
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ce qui fait une premiere case & cocher. Enfin, en remarquant que i(v/2) ((1+i)"+1 (17i)n+1) =7 | T =T | =
=) =)
im(n1) /4 _g—im(n+1)/4 =
V2¢ 5 = ﬁsin(W), on a aussi g(z) = Zﬁsin(%)z", ce qui faisait une derniére case & cocher.
n=0



