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Solutions des exercices a travailler en autonomie

Exercice 1 2.°5@. — 1 _ 954 Ta? — 723 4 o(23)

(1+2x)
(1+22)3 =1+ 222 + o(2?)

In(cos(2z)) = —222 + o(z3)

g &L =1 ta—2)+ iz —2)%+o(z — 2)*

2+

i S T
Exercice 2 (a) f(x) =sin o2 ~yoo 2

x2nx X —
(b) f(z) = LA o In(2)2?

(c) f(x) =14 23In(z) ~400 23 In(2)

Exercice 3 f(z) = (sinz)3/? ~g 23/2
glw) = Z5 ~o In(a)z~
h(z) = L5 ~p 272 In(a) !

Exercice 4 1. V1+z+a%2+x~¢1,
2. V1i+tax+a2—z~g1, ~+Oo%.

3. In%(z) + In(z) ~p In?(x), ~1 In(z),

4. In(cos(3z)) ~o0 —9/8

sin?(2z)

1—e? sin(z) 1
O TarEaE . ™0 3T

~1 \/§+1;

~ oo 2x.

~ oo IN?(2).

Exercice 5 Calculer les intégrales, ou les primitives suivantes :

fol e” cos(e”) dx, = sin(e) — sin(1)

foﬂ/‘l tan?(z) do, =1 —

ISR

fow/2 cost(z) dow = 3%

3
[2? In(z)dz = 123 In(z) — &

fsin3($) COSg(l') dr = cosg(a?) _ cosig(x)

Exercice 6 fol % = 1(7 +1In(64))



Exercice 7 Ftudier la convergence des intégrales suivantes :

1.

o

10.

11.

12.

+oo 241 2 241 4ot
0 e,5“2%0!15 CV cart et+t2+2+Nt tjooO

fol In(t)dt CV (exemple fait dans le cours)

0+°° g}g dt CVen 0 car etg ~0 ln( ) qui est de signe constant (négatif) sur un voisinage

de 0T et dont U'intégrale C'V en 0. C'V également en +oo car t? :}Itli% . —+> 0.
—r+00

1

. Sur0,1[, = i qui est équivalent en 0 d ﬁ dont l'intégrale converge en 0

N 2t2+t
par Riemann et qui est équivalent en 1 a ﬁ dont lintégrale diverge en 1 par Riemann

également (et changement de variable).
fo ot t : DV car
1).

O+°° f{fﬂ dt CV en +oo car t*f5— = _>—+>OO 0 (pas de pb en 0).

COS(t) 0 ;—22 dont lintégrale diverge en 0 par Riemann (pas de pb en

+°° S“;(;g) dz CV en 0 car équivalent en 0 ¢ —=

dont lintégrale est convergente en 0 par

9

Rzemann CV aussi en 400 car \S”;(/g < leﬂ dont l'intégrale est convergente en +o0o par

Riemann.

o (\/t—i— — \/f) dt DV car Vt+1 -Vt ~io 2%/{ dont lintégrale est divergente en
+00.

1+°O (\/t1+;1 \[) dt CV car \/tlﬁ — % ~ oo 2;3% qui est de signe constant (négatif) au
voisinage de +0oo et dont 'intégrale est divergente en +00.

2 2
0+O° xe % dr CV car 22 - xze ™ — 0
T—r—+00

)1(/2 L dx = [ln(—ln(ac))]}x/2 Ty T Donc f1/2

zlnz 0 5z dxr DV en 0. Avec la méme

technique, on montre que f11/2 ﬁ dx DV en 1 également.

1+°O M dxr DV en +o0 car M ~ioo 55 dont Uintégrale est divergente en +o0

par Riemann.

Exercice 8 Montrer la convergence puis calculer chacune des intégrales suivantes :

1.

+0o0
Exercice 9 1. / —_—
5 (3 @

2.

2
3
4.
5

R, = fol In(x)"dx = (—=1)"n! (aprés Ui.p.p., on trouve I, = —nl,_1 et comme Iy = 1,

len r)dr = [zIn(z) — 2]} = -1 - XIn(X) - X %071 Donc fxln x)dr = —

+oo 1 In(2)+1 /.

o I;(;C) dr = % (i.p.p.)

1+°° ng_x = In(2) ( décomposition en éléments simples)
1+OO xglix = () ( décomposition en éléments simples)

cela donne le résultat).

d
* ] DV pour tout a € R (car par Riemann, l'intégrale C'V en 3
-

ssi a < 3 et elle CV en +o0 ssi o> 3.)

+oo
/ Ptdt CVssi <0
1



+oo
tan(t
3. / cwc;n() dt CV en 400 ssiy > 1 par Riemann et CV en0 ssiy < 1 (car arc’ﬁn(t) ~Q
0
1
w)-

Exercice 10 Pour les suites ci-dessous, donner un équivalent quand n— +oo de la forme
Cn®*(Inn)?, avec C,o, B ER :

1+n

2 In(n?) ~1/2n7%(In(n))"!, In < ~o n*(In(n))~L.

n+1 4 nP+n
~OM T, TN
n In(n)

Exercice 11 Calculer en fonction de n les sommes S, suivantes, et conclure si la suite (Sp)n

converge oy mon (éventuellement en fonction des données présentes dans la somme).

1. Sp =3y a" =ale
2. 8p = p_y(xk — xk—1) = xn — k0 CV versl —xg ssi xz, — L.

3k+2
=2 h=1 T 2

1% ssi |a] < 1.

Exercice 12 FEtudier la convergence des séries numériques sutvantes :
+00
1

1 1
1. Z 1 CV car ey Ay
n=1
+oo
2. Ze_l/" DV car e/ -1
n=1

~ (=1)"
3. Z CVA donc CV

+0o0
4. Z <ln (n:l) —711) CVcarln(”T“) -

. DV — 1 <
Z \/nQ ( )_|_1 car n2+sin(n)+1

[=
|
—

S|

n __ 10
0. Zﬁ CVC&T%—?—)O<1

+o00
—1)"
7. Z (=1) CV par le critére des séries alternées

In(/n)

n=1
+o0 1
1 1
8. than 712> CV car tan (W) ~ o
—

+oo
9. Z(—l)" DV car (—1)™ ne tend pas vers 0 quand n — oo
n=1

“+00
1 1 1 —2

10. Z Gt )i ~ s CV car or )1/3 ——E~ s

n=1




Exercice 13 Déterminer les valeurs des paramétres a € [0, +ool, b € [0, +oo[ pour lesquelles les

séries sutvantes sont convergentes :

too 3 n

n°+a
E o CV pour a € [0,2].
n=1

= In(n)
Z >, CV pourb>1.
=n b

Exercice 14 Pour chacune des séries suivantes, montrer la convergence puis calculer la somme :

Exercice 15 Calculer le rayon de convergence des série entiéres suivantes :
[o¢]

1. Zln(n)z", R=1

 Sn(ieen(2)) o am
(5 —1)2" R=1

1
9.5 (2" +5") 2", R=1/5
1

n=

Mk

n—=

g

Exercice 16 Z \f) z" CV pour x €] —1,1].
n

Exercice 17 Soit (ay)n>0 vérifiant : Yk > 1, ap = 2 (k + 1)%ay_1. Calculer a, en fonction de
n et ag (le résultat doit étre exprimé avec puissance et factorielle).
an =2"((n+1))2a



: _ Y ' _ 1 _ 28x8!
Exercice 18 1. A=2x4x6x8=2" x4, B= goem o aiuracisds = 17 -

2. Soit (an)n>1 vérifiant : Yk > 1, apio = kay.
asn = 2" (n — 1)lay

_ (2n)!
A2n+1 = Hu,ra1

Exercice 19 Soit (an)n>1 définie par :
an = (6n—3) x (6bn—6) x (6n—9) x --- x 3.

1. an = [13%" 3k.

2. ap =3""1(2n - 1)!

Exercice 20 Déterminer une solution développable en série entiére des équations différentielles
suivantes (on donnera le rayon de convergence de la série obtenue) :

1.y —ay —y =0 avec y(0) = 1 et y'(0) = 0. Posons y(z) = > -7 anx™. Siy solution
alors on a agp = 1 et ay = 0. On a aussi Vn > 0, (n + 2)apy2 = a,. Donc Yk > 0,
aop, = 2k#k!a,o = Q%k' Donc y(z) =3 12, Q%Mw% = ¢2°/2,

2. zy" +y +xy = 0 avec y(0) = 1. Posons y(xz) = Y 2 apnx™. Siy solution alors on a

ap = 1. On a aussi

0
al + Z (nQan + an,g) 2" =0

n=2
Donc a1 = 0 et Yn > 2, nap + an—2 = 0. Donc Yk > 0, ag, = 4(1:(12;2' Donc y(x) =
Zzo:() 4(k(k?)2552 .
Exercice 21 On considére la série entiére : f(z) => 0", %z”.
1. R=+oc.
2. PX)=X?-X+1=1-X(X-1)+1. Donc
B nn—1) , <1 n
fe) =3 ="+ D
n=0 n=0
_i 1 Zn_i_ilzn_ilzn—i&_‘_i Zn_z2ez_|_ez
N (n—2)! . n! [
n=2 n=0 n=0 n=0
+oo —lon—1 non
1 1 —1)"=2 1)"2
Exercice 22 f(z) = 22 T3~ 3 + > <( )3" _ 3n)+1 ) ", pour x €] —3/2,3/2|
Exercice 23
+o0 2 +o0o nan +oo n +o0
(=1)P(2m)*P (=1)"4 4 (1) n
R S D )= TEN S
| |
p=1 (2]7) n=0 n' n=1 " n=0 2n



