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Analyse 3 - Bimestre 1

Solutions des exercices a travailler en autonomie

cos(zx)

Exercice 1 2.5 =1— 22+ T2 — 72 + o(2?)

(1+2)3 =1+ 122 + o(z?)

In(cos(2z)) = —222 + o(x3)
. 5L =1 L@—2)+ L@ -22+o0(—2)

Exercice 2 (a) f(z) =sin ﬁ ~ oo ﬁ
332 n(x T
(b) f(x) = ST

(c) f(z) =1+ 23In(x) ~y0o 28 In(z)

~ oo In(z)z 72

Exercice 3 f(z) = (sinz)3/? ~g 23/
g(x) = 5~ In(a)2?
2 1 _
h(z) = 1;11'(\1)5 ~o 272 In(z) 71
Exercice 4 1. V1+z+a2+xz~g1, ~1 V341, ~ oo 2.
2. V1+ax+x2—2~01, N—i—oo%-
3. In?(x) + In(z) ~o In?(z), ~1 In(x), ~ oo In%(2).
In(cos(3z))
4 sin?(2x) ~0 _9/8
5. ! ;2j213(3:) ~0 %
Exercice 5 fol e” cos(e”) dx, = sin(e) — sin(1)
/4 _
Jo " tan®(z) do,=1— %
fﬂmcos (z)dx = 3%
[ 2% In(z dm—3x3ln()—%3
[ sin®(z) cos? (z) dz = Cosg(x) - Cosig(x)
Exercice 6 fol % = 2(m + In(64))
Exercice 7 1. f0+ ft+t+2£r2 dt CV car t*- % ol tret e 0



L o

10.

11.

12.

fo In(t) dt CV (exemple fait dans le cours)

0+°° g}g dt CVen 0 car etg ~0 M qui est de signe constant (négatif) sur un voisinage

de 0T et dont U'intégrale C'V en 0. C'V également en +oo car t? :}Itli% . —+> 0.
—+00

. Sur 0, 1], = \/Z(i—t) qui est équivalent en 0 d ﬁ dont l'intégrale converge en 0

Vii— 2t2+t
par Riemann et qui est équivalent en 1 a ﬁ dont lintégrale diverge en 1 par Riemann

également (et changement de variable).

fo . t 1 DV car Cos(t) T~ ;—22 dont lintégrale diverge en 0 par Riemann (pas de pb en
1).
0+OO fzeﬂ dt CV en +oo car t2t2+1 —> 0 (pas de pb en 0).
0+oo Slr;(/ﬁ) dx CV en 0 car équivalent en 0 a T dont l’intégrale est convergente en 0 par
sin(x)

Riemann. CV aussi en +00 car | 53 | < W dont lintégrale est convergente en +0o par

Riemann.

o (\/t—f— — \/E) dt DV car Vt+1 — vVt ~ioo 2%/2 dont Uintégrale est divergente en
+oo.

1+O° (\/tl-Tl \/) dt CV car \/tl-Tl — % ~1oco 2;—1/2 qui est de signe constant (négatif) au
voisinage de +oo et dont l'intégrale est divergente en +oo.

2 .2
0+°°3:e “de CVcar 22 -xe7® — 0

T—+00
)1(/2 D dr = [ln(—ln(ac))]i(/2 e T Donce fl/lenm dx DV en 0. Avec la méme

technique, on montre que f11/2 ﬁ dx DV en 1 également.

1+°° aman( ) dz DV en +oo car M ~ioo 5o dont Uintégrale est divergente en +o0

par Riemann.

Exercice 8 1. len Ydz = [xIn(z)—z]}, = —1-XIn(X)-X — —1. Donclen )dx =

2.
3.

4.

5.

+0o0
Exercice 9 1./
3

2.

3.

X—0
—1.
f+oo In( :v _ 1n(22)+1 (i.p.p.)
+OO xﬁim = 1In(2) ( décomposition en éléments simples)
fl ng_m = lng) ( décomposition en éléments simples)
1, = fol In(z)"dz = (—=1)"n! (aprés Ui.p.p., on trouwve I, = —nl,_1 et comme Iy = 1,

cela donne le résultat).

dx
x —3)*
ssi v <1 et elle CVen +oo ssi v >1.)

DV pour tout a € R (car par Riemann, l'intégrale C'V en 3

+o0

/ Ptdt CVssif<0
1

/+°° arctan(t)

0 2
7T )-

arctan(t) N

dt CV en 400 ssiy > 1 par Riemann et CV en 0 ssiy < 2 (car



Exercice 10

1 1 2
tn o 1/2n2(In(n))"!, In <n—|— > ~on nl—i—\/ﬁ
n n

n3 In(n?)

Exercice 11 1. S, :=Y}_,a" =al=2 T4 ssi|al < 1.

2. 8p = p_q(xk — x—1) = x5 — k0 CV versl —xg ssi x, — L.

.\ 3k+2
3. 80 =1 s 2.

+o0o 1
Exercice 12 1. Z CV car ﬁ ~ ﬁ
n

2 _
:14n 1
“+o00
2. Ze_l/" DV car e 1/ -1
n=1
Lk CVA donc C
3. Zl 2 VA donc CV
= n+1\ 1
4. ;(m( - )_n> CVcarln(”T‘H)—%N%.

3=

5. DV car ———u— ~
Z \/7’L2 + SlIl ) +1 \/n2+sin(n)+1

= 107
Unt1 _ 10
0. Zm C’Vcarﬁ—?—)0<l
n=1
+
7. CV par le critére des séries alternées
— In(v/n)
8. Ztan( > CVcartan( ) ~ #
+o0
9. Z(—l)" DV car (—1)™ ne tend pas vers 0 quand n — oo
n=1
R 1
1 1 -2
10. Z 2+ )3 nlf3 CV car G = mm ™~ 37
n=1
X 3 +a”

Exercice 13 CV pour a € [0,2].

n=1

X In(n)
Z 5 CV pourb>1.
=n b

, <1 1
Exercice 14 Z o 1
™ —-1/7




R | 1
= -1
nz:l\/ﬁ vn+1

oo
Exercice 15 1. Zln(n)z”, R=1
n=1

9.y (2"+5") 2", R=1/5

n=1

o (-)"
Exercice 16 ; Tn 2" CV pour x €] —1,1].

Exercice 17 a, = 2"((n + 1)!)2ag

Exercice 18 1. A=2x4x6x8=24x4!, B 1 — 2x8l

= BXBXTXOXIIXI3x15x17 — 17!
2. Soit (an)n>1 vérifiant : Vk > 1, apio = kag.

asn = 2" "1 (n —1)lay

_ (2n)!
A2n+1 = 7 A1

Exercice 19 Soit (an)n>1 définie par :
an = (6n —3) x (6n —6) x (bn —9) x --- x 3.

1. an = [13%" 3k.

2. ap = 3""1(2n - 1)!



Exercice 20 1. y" —zy' —y =0 avec y(0) =1 et y/(0) = 0. Posons y(x) = > " qana". Siy
solution alors on a ag =1 et a1 = 0. On a aussi Yn >0, (n+ 2)ayt2 = a,. Donc Yk >0,
asy, = 2%]{:!&0 2kk, Donc y(xz) = 12, ﬁ:p% = ¢2°/2,

2. zy" +y' +xy = 0 avec y(0) = 1. Posons y(x) = Y 7 apx™. Siy solution alors on a

ap = 1. On a aussi

o0
ay + Z (n2an + an_g) " =0

n=2
Donc a1 = 0 et Vn > 2, n?a, + ap—o = 0. Donc Vk > 0, ag, = %. Donc y(x) =
—1)k
> heo Wiﬂ%-
Exercice 21 On considére la série entiére : f(z) => o2 o= 7{,”1 2",
1. R=+4oc.
2. PX)=X?-X+1=1-X(X—-1)+1. Donc
o [o.¢]
_ n(n_ 1) n 1 n
fe) =3 =+ D
n=0 n=0
o0 o0 1
_ n+2
> I "E) 3E L0 St R
n:2 n=0
-1 n 12n 1 —1)non
Exercice 22 f(x) = 2:; 13- 3 +Z ( _ 3n)+1 ) x", pour x €] —3/2,3/2].

Exercice 23

+oo —1)P(27)?P +oo _1)74n B +oo 1) *Jroo ;

p=1 n=0 n=1 n=0

Exercice 24 1.

2. an, =0 etbnzw.

(n)3
3. f est de classe C*. Donc par le théoréme de Dirichlet, la série de Fourier de f est conver-

gente et on a méme S(f) = f
1
8
32
4 2/( ) dt = 105

> nk =72 Z
n>1 n>1

7

1
D P l — = —
onc par Parseval, ;;1 5 = our

Exercice 25 1. Pourt €] — 2m,0[, on a par périodicité, f(t) = f(t + 2m). Comme t 4+ 27 €
10, 27[, on a par définition de f que f(t+2m) = (t+21—7)2 = (t+7)? = (—t—7)2 = f(—t)
car —t €]0,27[. On a donc bien f(t) = f(—t) pourt €] — 2m,0].



Par un raisonnement analogue, on a pour tout t € R, f(t) = f(—t). f est donc paire et
donc ¥n > 1, b, = 0.
oo (=1)" 2

T
2. Par Dirichlet t= E = ——
ar wrichilet en m™, on a ’I’L2 12
n=1

+00 4

1 T

3. Par P l: g — =

ar arseva Z n4 90

Exercice 26 b, = & (1—(4;1)" L %(—14)7:!15—2)

Exercice 27 c.f. exercice 25 pour les solutions numériques.
Exercice 28 Soit f la fonction 4-périodique telle que f(t) = {

1.

2. f est continue et f est C' par morceauz. Donc f est égale a sa série de Fourier.

R b e DY 473 DD SV I S R R VL
58N =3-2> 3 <2>_2+w21§(2p+1)2 ( 2 )

n>1

+00 2
1
4. (a) Dirichlet en t =0 donne : pézo W = %

“+00
1 4

(b) Parseval donne : pzo CTFEL =%

Exercice 29 1. f est paire et f(t + §) = |sin(2t + 7)| = | — sin(2t)| = f(t). Donc f est
périodique de période 7.

2. ag = %, pour tout n > 1, a, = et b, = 0.

_ =4
w(4n?—1)

Comme f est C*, d’apres Dirichlet, Vt € R, f(t) = S(f)(t) = 2 — -

+o0

1 -8

3. = .

2 (4n? —1)2 16
n=1

Exercice 30 1. (an,b,) = (\/m, \/21717>

_ 1 1
2. (Cnadn) - <\/7T/2+2n7r’ \/(2n+1)7r>
3. Donc f(x,y) n’a pas de limite quand (z,y)—(0,0) ?

Exercice 31 Pour (z,y) € R?\ {(0,0)}, on pose f(z,y) = i;"fz
1. (an,bn) =(0,1/n)



2. (en,dn) = (1/n,0)
3. f(x,y) n’a donc pas de limite quand (x,y) —(0,0) ¢

Exercice 32 Posons r = \/a? + y?. Pour (z,y) # (0,0), |f(z,y)| < 27%3 = 2r — 0. Donc f
r—

est continue sur R2.

Exercice 33 1. f est définie lorsque 1 + xy > 0, c’est a dire si (v > 0 ety > —%) ou

1 _
(r<0ety<—;)oux=0.

2. f n’est pas continue en (0,0) car f(x,x) = ln(;rf) — 1 et f(2,00=0—0
x z—0 z—0

Exercice 34 %:2;10—1—33/—4 et%:—2y+3x—|—2.

Exercice 35 Si f(t,u,v) = u> + sin(vt), alors %{ = v cos(vt), % = 3u?, et % = t cos(vt).

92f _ 9*f —0
oudv — Ovou ~

Exercice 36 z = (2In(2) + 1)z + 3y — In(2) — 2.

Exercice 37 1. llfauty>x ety > —a? ety #x+1..
2. La ligne de niveau 2 de f est 'ensemble y =0 ouy =2z + 1.
3. z=e - (z—0)+0-(y—e)+1l=cto+1.

Exercice 38 F'(t) = e In?(2t) + 2% et F"(t) =¢! (ln2(2t) + 41n(t )y 3 -275 )

Exercice 39 %5 (z,y) = e**2.((2? — y)? + 42(2? — y)) et %—5(:5, y) = e"T.(2(z? — y)? = 2(z* — y))

Exercice 40 29 (u,v) = et . %(e“ZJF”,sin(qu)) + v cos(uv?) - a—f( v sin(uv?)) et
gg (u,v) = etV %(6“2—“), sin(uv?)) + 2uw cos(uv?) - %(e“2+” sin(uv?)).

Exercice 41

o (5010 43 (452 1) et Sh(u0) = 33

g(w,y)+i(w7y) =2 < f(x,y)=r+y+h(z—y)

avec h : R — R une fonction dérivable quelconque.



Exercice 42 En utilisant le changement de variable : w = x +y et v = 3x + y et en posant
f(xvy) - F(u,v), on a -

0% f
0xdy

*f
0z2

o2 f o°F
(z,y) +3=—5(r,y) =0 <— —4m(u,v)

(l‘, y) —4 ayg
< F(u,v) = h(u) + g(v)

=0
= [f(z,y) = hlz +y) + 9B +y)
ot h:R—=R et g: R — R sont deux fonctions dérivables quelconques.
Exercice 43 f(z,y) = 23 +3® — 3xy a un minimum local au point (1,1).
Exercice 44 Les points critiques de f sont (0,0) (col) et (1,1) (minimum local).
Exercice 45 Les points critiques de f sont (0,0) (minimum local) et (0,2) (minimum local).

Exercice 46 1. Tous les points de la droite D : y = x sont des points critiques. Mais on ne

peut pas connaitre leur nature a laide de la matrice Hessienne (car son déterminant est
nul).

2. Mais pour tout (z,x) € D, on a h(z,z) = 2. Or h(z,y) = (x —y)>+2 > 2. Donc les points

critiques de h sont des minimums globauz.

Exercice 47 Les minima de [ sous la contrainte g(x,y) = 0 sont les points de coordonnées
(17 1)7 (17 _1)7 (_L 1)7 (_17 _1)'

Exercice 48 Les mazima de f sous la contrainte h(x,y) = 0 sont les points de coordonnées
(1,1), (1,-1), (—-1,1), (—=1,-1).



