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Exercices en autonomie du bimestre 1
EXERCICES DE REVISION.

Exercice 1 1. Donner les DL en 0 a lordre 4 des fonctions classiques suivantes :

1

1 , In(1+=x), sin(z), cos(z), €%, tan(z), Arctan(z), 14z, arcos(x)
—x

2. Déterminer les DL a l'ordre 3 en 0 des fonctions suivantes :

cos(x)

Tra (14233, In(cos(2z))

3. Déterminer le DL a l'ordre 2 en x = 2 de la fonction suivante :

r+1
2+

Exercice 2 Pour les fonctions suivantes, donner un équivalent en +oc de la forme Cx®(Inz)?
(avec Cya, f €R) :

1 ~ 2?In(z) + @

T O S =" @ f@) =142 ),

(a) f(z)=sin

Exercice 3 Pour les fonctions suivantes, donner un équivalent en 0 (ou en Oy si probléme de

définition pour v < 0) de la forme Caz®(Inz)? avec C,a, 3 € R :

_ 1+ In(z)

0@) gy = TV

xIn(z)

f(z) = (sinz)*?, g(x)

X

Exercice 4 Donner un équivalent de la forme Cx®(Inz)? (avec C,a, B €R) :
1. Vi+z+a24+zenz=0,enx=1 et en v = +o0.
2. Vi4+ax+az?2—x enxz=0 et enx = +o0.

3. In%(z)+In(z) enz =0, enxz =1 et en z = +o0.

4. % en x = 0.
5 1—e”® sin(z) _
T 224z enx =0.

Exercice 5 Calculer les intégrales, ou les primitives suivantes :
1 w/4 /2
/ e’ cos(e”) da;,/ tan®(z) dx,/ cos*(z) dz, /x2 In(z) dx, /sing(az) cos? (z) dz.
0 0 0

1



Exercice 6 FEn utilisant une décomposition en éléments simples, calculer ’intégrale suivante :

/1 222 4+ 2z + 2
0o T3+t +1

EXERCICES CHAPITRE 1 : Intégrales généralisées.

Exercice 7 Ftudier la convergence des intégrales suivantes :

400 t2 1 1 400 1 t 1
/ U / In(t) dt, / () / /
0 et+t2+2 0 o e +1 0 V3 —2t2 o cos(t —1

oo et 0 sin(x) +oo Foo 1 1
e, L) e, VIF1— Vi) dt, / <—> dt
/0 2 +1 /0 o2 /1 ( ) 1 NS

/+0° ze™ dz, /1 ! dx, /+°° 7arctan(x) dx
0 o rlnx 1 T

Exercice 8 Montrer la convergence puis calculer chacune des intégrales suivantes :

1. fol In(z) dz.

+oo 1
2. 5 i I;(;U) dz
3 1+O° xfi (indication : décomposition en éléments simples)
4. 1+°° x3+ (indication : décomposition en éléments simples)
5 *I, = fo In(z)" dx (indication : pour le calcul, on pourra faire une i.p.p. afin de trouver

une relation entre I, et I,,_1).

Exercice 9 Déterminer les valeurs des paramétres o, 3,y pour lesquelles les intégrales suivantes

+o0 +o0 +o0
/ dx 7 / &t dt, / arctan(t) gt
3 (@=3)" )y 0 t

EXERCICES CHAPITRE 2 : Séries numériques.

sont convergentes :

Exercice 10 Pour les suites ci-dessous, donner un équivalent quand n— +o0o de la forme

Cn®*(Inn)?, avec C,o, B €R :

1+n I <n+1) n®+/n
n , )

n3In(n?)’ n In(n)

Exercice 11 Calculer en fonction de n les sommes S, suivantes, et conclure si la suite (Sp)n

converge ou non (éventuellement en fonction des données présentes dans la somme).



1. S, =31 d".
2. Sp = p_q(xr —xK_1), 00 (xk)k>0 est une suite réelle.
3k+-2
Zk 1 2k+3k2+k3 -

, o, 514 - c_Bk+2 1 1 _ 2
Indzcatzon : utiliser la décomposition en éléments simples : 52237573 = + + 77 — 7y3-

Exercice 12 FEtudier la convergence des séries numériques suivantes :

- 1 < —1/n & (1) +Ool n+1
;4”2_1’ Ze ’ an/2’ Z<n< > >Z\/n2—l-sm (n)+1

n=1 n=1 n=1
+00 +oo . +oo 1 1
nz:l n—l ln Ztan( >’ nz:l(_l) ’ ;(2+n)1/3_n1/3

Exercice 13 Déterminer les valeurs des paramétres a € [0,+oo[,b € [0, +0o0[, c pour lesquelles

les séries sutvantes sont convergentes :

n? —|— a" X In(n)
Z Z n2pn

n=1 n=1

Exercice 14 Pour chacune des séries suivantes, montrer la convergence puis calculer la somme :
+oo +oo
S S
n=0 ™" n=1 \/ﬁ n+1

EXERCICES CHAPITRE 3 : Séries entiéres.

Exercice 15 Calculer le rayon de convergence des série entiéres suivantes :

+o0

> n = n+3" nle
Zln(n)z’ Z[ Zn+4n’ 22n+1 ’ Zn2+2nz’ Z nn
n=1 n= n=0 n=0

iln (1+sin (i))z” i(en _1> i 2" 4 57 2

n=1 n=1

n

2",

n=0
n=1

_1)nxn
n=1 \/ﬁ

gente. Indication : On commencera par calculer le rayon de convergence puis dans un second

est conver-

o
Exercice 16 Déterminer les valeurs de x € R pour lesquelles la série Z

temps, on étudiera la convergence de la série numérique en chaque point du bord de lintervalle

de convergence.

Exercice 17 Soit (an)n>0 vérifiant : Vk > 1, ap = 2 (k + 1)%ax_1. Calculer a,, en fonction de
n et ag (le résultat doit étre exprimé avec puissance et factorielle).

Indication : écrire a, en fonction de a,_1, puis dans cette relation remplacer a,_1 par la
relation donnant a,—1 en fonction de an—2, itérer... Une fois la formule obtenue de cette facon,

on pourra la justifier par récurrence.



Exercice 18 1. Exprimer A = 2 X 4 X 6 x 8 a l'aide d’une formule avec puissances et

1
3IXHXTXx9Ix11x13x15%x17 *

factorielles. Idem pour B =

2. Soit (ap)n>1 vérifiant : Vk > 1, agio = kag. Calculer agy, en fonction de n et ag, puis az,+1
en fonction de n et ay (les résultats doivent étre exprimés avec puissances et factorielles).

Indication : appliquer la méme méthode que dans l’exercice précédent.

Exercice 19 Soit (ap)p>1 définie par :
an = (6n —3) x (6n —6) x (bn —9) x --- x 3.

. ?7?
1. Ezprimer ap sous la fome an = [[;_q7 77.

2. Donner ay, en fonction de n (le résultat doit étre exprimé avec puissance et factorielle).

Exercice 20 Déterminer une solution développable en série entiere des équations différentielles

suivantes (on donnera le rayon de convergence de la série obtenue) :
1.y —xy —y =0 avec y(0) =1 et 3/'(0) = 0.
2. * zy" +y + 2y =0 avec y(0) = 1.

0o n2—n+l1

n
n=0 n! .

Exercice 21 On considére la série entiére : f(z) = z

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiére.

2. En écrivant le polynome P(X) = X2 — X + 1 dans la base (1, X, X(X — 1)) de Ry[X],

caleuler f(z) en précisant le domaine de validité de la formule obtenue.

r—1

2 + 3’

Exercice 22 Développer en série entiére f(x) = en précisant le domaine de validité de

ce développement.

Exercice 23 Pour chacune des séries suivantes, montrer la convergence puis calculer la somme
(indication : ayez en téte ou notez les développements en série entiére des fonctions de référence

puis remplacez par la bonne valeur de x)

*2”(—1)?7(2@2{ *f(—l)w f(—l)“ R

' ' Y ) 7
p:l (2p) n=0 n: n=1 n n=0 2

AUTRES EXERCICES CORRIGES. Vous pouvez encore vous entrainer en vous rendant

par exemple aux sites internet suivants :

1. Bibmath > supérieur > Maths Spé
— > Intégrales impropres et fonctions intégrales : exercices 1,2,3,4,5,6,13,14,15,16,17
— > Compléments sur les séries : exercices 1,2,3,17,18,19,26,27,28,29,34,35
— > Séries entieres : exercices 1,2,3,6,22,23,24,25,46
2. exo7 > Deuxieme année > Exercices de Maths spé de J.L. Rouget > Intégration, séries et

séries entiéres



Exercices en autonomie du second bimestre
EXERCICES CHAPITRE 4 : Séries de Fourier.

Exercice 24 Soit f la fonction périodique, de période 2, définie par f(t) = t—t3 pourt €]—1,1].
1. Tracer le graphe de f sur [—3,3].
2. Calculer les coefficients de Fourier de f.
3. Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

4. Que déduire du théoréme de Parseval ¢

Exercice 25 Soit f la fonction 2m-périodique définie par f(t) = (t — 7)? pour t € [0,2x[. On
admet que ses coefficients de Fourier (an)n>0 sont donnés par : a, = %, VYn > 1, a, = %.
(Vous pouvez vérifier ces calculs)

1. Pourt € [—m,0], prouver que f(t) = f(—t), et justifier que Vn > 1, b, = 0.

+oo  \n
2. Calculer la somme Z (=1 en justifiant votre réponse.
n=1

n2
+o0o
3. Calculer la somme Z —; en justifiant votre réponse.
n
n=1

Exercice 26 Soit f la fonction F-périodique et impaire, définie par f(t) = 1 — cos(t) pour

t €10, §]. Calculer les coefficients de Fourier de f.

Exercice 27 Soit f la fonction 2n-périodique définie par f(t) = t> pour t € [—m,7|. On admet

que ses coefficients de Fourier sont donnés par : b, = 0, ag = %2, et, pour tout n € N*,
_AED”
n — TLQ .
X 1\n
1. Calculer la somme Z 5— en justifiant votre réponse.
n
n=0
=1
2. En utilisant le théoreme de Parseval, calculer la somme Z —
n=1 n
. . . L 1+t s —-2<t<o0,
Exercice 28 Soit f la fonction 4-périodique telle que f(t) = f i -
-5 s 0<t<2

1. Tracer la fonction f.
2. La fonction f est-elle égale a sa série de Fourier ¢ Justifiez.
3. Déterminer la série de Fourier de f qu’on notera S(f)(t).

4. Calculer



X1
(@ ZO<2p+ 1)2
-
" pz_;) (2p + 1)1

Exercice 29 Soit f la fonction définie f(t) = |sin(2t)| pour tout t € R.

1. Préciser la parité de f. Montrer que f est périodique de période 7 et représenter f sur

[—7, 2m7].

2. Calculer les coefficients de Fourier de f et étudier la convergence de la série de Fourier.

Indication : retrouver et utiliser la formule sin(a) cos(b) = ()
+oo 1

3. Calculer Z TRCEEETUE
= (4n* 1)

EXERCICES CHAPITRE 5 - Fonctions de 2 variables : Limites - Continuité.

Exercice 30 Pour (z,y) € R?\ {(0,0)}, on pose f(z,y) = sin () — cos (y%)

2
1. Donner une suite (an,by)n telle que (an,by) —(0,0) quand n — +oo et telle que, pour tout
n € N*, f(an,by) = —1.

2. De méme, donner une suite (cyn,dy)n telle que (cpn,dy) —(0,0) quand n— +oo et telle que,
pour tout n € N*, f(ep,d,) = 1.

3. Que dire de lexistence de la limite de f(x,y) quand (x,y) —(0,0) ?

Exercice 31 Pour (z,y) € R?\ {(0,0)}, on pose f(z,y) = i;’fz

1. Trouver une suite (an,by), telle que limy,(a,, b,) = (0,0) et telle que lim, f(ay,b,) = 0.
2. Trouver une suite (cn, dy )y telle que limy,(c,, d,,) = (0,0) et telle que lim,, f(cp,dy) = +o0.
3. Que dire de lexistence de la limite de f(x,y) quand (x,y) —(0,0) ?

xy(l’Q—yQ) ; 0.0
Exercice 32 Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = @ity si (@y) #(0,0)
0 si. (z,y) =(0,0)

La fonction f est-elle continue sur R? 2

In(1+wzy) ; 0.0
Exercice 33 Soit f la fonction définie par f(z,y) = ¥ ty? s (2,9) #(0,0)
0 si. (z,y) =(0,0)

1. Tracer ’ensemble de définition de f.

2. La fonction f est-elle continue sur son ensemble de définition ?

EXERCICES CHAPITRE 5 - Fonctions de 2 variables : Dérivés partielles.



Exercice 34 Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de f(x,y) = 2%+ 3zy —y? — 4w+ 2y.

Exercice 35 Soit f(t,u,v) = u® + sin(vt). Calculer %, %, et ‘3—5. Vérifier par le calcul que
2f _ 9*f
oudv — Ovdu

Exercice 36 Soit f(x,y) = 2%In(xy). Déterminer I’équation du plan tangent a la surface re-

présentative de f au point (1,2).

Exercice 37 Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = lfn(étaf)).

1. Représenter dans un repére cartésien le domaine de définition de f.
2. Représenter sur le méme graphique la ligne de niveau 2 de f.

3. Donner I’équation du plan tangent a la surface représentative de f au point (0,e).

Exercice 38 Soit f : R? — R défini par f(x,y) = zy?, soient x(t) = €', y(t) = In(2t) et posons
F(t) = f(x(t),y(t)). Calculer F'(t) et F"(t) de 2 maniéres différentes :

1. en calculant F(t) puis en dérivant par rapport a t.

2. en calculant les dérivés partielles premiéres et secondes de f et en utilisant la formule
F'(t)=a'(t)5L -

Exercice 39 Soit F(x,y) = f(z + 2y,2% —y) avec f(X,Y) =X - Y2

1. Donner lexpression de F(x,y) puis calculer les dérivées partielles %—g(az,y) et %—i(x, Y)

2. Calculer g—)f((:c,y) et g—é(x,y) puis en utilisant la formule de la dérivée d’une composée,

retrouver le résultat de la question 1.

Exercice 40 Soit (z,y) — f(z,y) une fonction de classe C' de R? dans R. Soit (u,v)
g(u,v) la fonction de R? dans R définie par : g(u,v) := f(e*"**, sin(uv?)). Calculer les dérivées

partielles %(u, v) et %(u,v) en fonction des dérivées partielles de f.

EXERCICES CHAPITRE 5 - Fonctions de 2 variables : Equations aux dérivés

partielles.

Exercice 41 Soit f : R2 — R une fonction de classe C*. On effectue le changement de variable

u+v U—v

r =" ety = 57 de sorte que f(x,y) = F(u,v).

1. Exprimer les dérivés partielles de F' en fonction de celles de f.

2. En déduire les solutions de I’EDP :

0



Exercice 42 En utilisant le changement de variable : v = x +y et v = 3z + vy, trouver les
luti f de cl C?d —2”( )—4 " ( )—}—3—2“( ) =0, VY(z,y) € R?
solutions f de classe e x x x x .

EXERCICES CHAPITRE 5 - Fonctions de 2 variables : Recherche d’extrema
Exercice 43 Déterminer les extrema locauz de f(x,y) = 3 4+ y> — 3xy.

Exercice 44 Soit f : R?2 — R la fonction définie par f(x,y) = x* + y* — 4wy. Déterminer les

points critiques de f et préciser leur nature (col, mazimum local ou minimum local).

Exercice 45 Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = (22 + y?)e™Y. Déterminer les

points critiques de f et préciser leur nature (col, mazimum local ou minimum local).

Exercice 46 On considére sur R? la fonction : h(z,y) = 2? + y*> + 2 — 2zy.

1. Déterminer les points critiques de h sur R?. A laide de la matrice hessienne, que dire de

leur nature ¢

2. Montrer directement que les points critiques de h sont des minimums globauz.
EXERCICES CHAPITRE 5 - Fonctions de 2 variables : Extrema sous contraintes

Exercice 47 On considére sur R? les fonctions : f(z,y) = 2® +y? et g(z,y) = xy — 1. et le

probléeme : (I) Minimiser f(x,y) sous la contrainte g(x,y) = 0..
1. Dessiner lallure des lignes de niveaux de f et g sur le méme dessin.
2. Sur ce méme dessin, représenter graphiquement les solutions de (I).

3. Calculer les solutions de (I) a l'aide du Lagrangien L(z,y,\) = f(z,y) — Ag(z,y).

Exercice 48 On considére sur R? les fonctions : f(z,y) = 2>y? et h(z,y) = 2> +y%> — 1. et le

probléme : (I) Mazimiser f(z,y) sous la contrainte h(z,y) = 0..

1. Tracer sur un méme dessin les lignes de niveaux 0, i et 1 de f et la ligne de niveau 0 de

h.

2. Sur ce méme dessin, représenter graphiquement les solutions de (I).

3. Calculer les solutions de (I) a l'aide du Lagrangien L(x,y,\) = f(z,y) — Ah(x,y).



