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sont divergentes.
z+1 8

Exercice 1 Montrer que les intégrales / et /
2 2

& 1 1
Que peut-on dire de l'intégrale / < + ) dx ?
2 1 +x ]. — X

Exercice 2 Etudier la convergence des intégrales suivantes :

/JFOO dx /0 dx /+°° ln(x+1)dx /*O" midx
1 2214’ o1 22142’ 0 x ’ 1 '

Exercice 3 Etudier la convergence en fonction des parametres

1 +o00 T +o0o +oo o3
d t
/ 7366, / %dm, a réel > 0, / e Msinu du, / sin )dt.
0 zo(1— ) T 0 n e

Exercice 4 Montrer la convergence et calculer les intégrales suivantes :

T da too /1 1
/1 m (faire le changement ¢t = v/1 + x), /1 (m — arctan x> dz,

/1 In (1 — $2) J /*OO —tyn gy /1 dx
—  ’dx, e , )
0 2 0 1 (2—2?)V1—2a?

1
ﬁ-

n
Exercice 5 Soit u, = )
k=2

" dt 1 Fodt
1. Montrer que u, < -3 en comparant —— et
1 k

k2 2
2. En déduire que la suite (u,) est bornée puis convergente.

Soit f la fonction continue définie sur R de la fagon suivante :

e pour tout entier n > 2, f(n) = n, f( — L) = f(n—i—%) = 0 et f est affine sur

_ 1 a1 "
[n ng,n] et sur [n,n+n3},

e f est nulle ailleurs.

3. Donner I’allure du graphe de f.

n+ﬁ
4. Comparer / f(t)dt et uy,.
0

+oo
5. En déduire que / f (t) dt converge bien que f soit non bornée.
0
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Exercice 6 Etudier la convergence des séries suivantes dont on donne le terme général :

— g, A-n+5 ooy L, L
on , 3nd + 2 n2ln’n In%n
! 1 _
5. n <cos <n> — 1> , 6. %, T 8. 27Vn,
—1)"si -1 n—1 -1 n—1 -1 n—1
o, (ZWsinn 0, GV o G BT
n? n2ln“n In“n nlnn

Exercice 7 Etudier la convergence des séries en fonction des parametres
1. a >0, uy, =na™,
2. a €R, u, = natan%.
3. a,b>0, u, = ni%.

, série de Bertrand. On peut étudier d’abord le cas o = 1 + ¢

1
nlt+e/2
technique similaire , enfin o = 1, en utilisant une comparaison série-intégrale.

4. a,p réels, u, =
b " nlnn

avec € > 0 en comparant u, d v, = pour n assez grand, puis « = 1 — £ avec une

Exercice 8 Démontrer que les séries suivantes convergent et calculer leur somme.

+oo

2
L Z n(n+1)(n+2)

n=1

).

(Décomposer en éléments simples la fraction

z(z+1)(z+2)
+oo
n+1
2. Z an

n=0

(

|
[t
~—
3

(=" N G O

Exercice 9 On définit u, = Uy = ————— Wy = ————
T o T e e
1. Montrer que lim U 1= lim &,
n—+o0 Uy, n—+00 Wy,

2. Etudier la nature des séries Y uy,, » v, et Y w,. Pour les deux derniéres, on pourra
commencer par Uétude de Y vy, — Uy €t Y wy — Uy,

+00 +oo
1
Exercice 10 On définit r,, = E 72 reste de la série convergente g 72
k=n k=1

1. En encadrant 7, par des intégrales de la fonction f définie par f(x) = 1/22, montrer que
la suite (nr,) converge vers 1.

+00
1 1
2. Apres avoir remarqué et justifié que — = — — —— montrer que s, = r, — 1/n est
no =~ k k+1
équivalent & 1/(2n?) lorsque n tend vers +o0o. On pourra encadrer s, par les intégrales
d’une fonction bien choisie.

3. Déterminer a réel tel que t, = r, — 1/n — 1/(2n?) est équivalent & a/n® en +oo.
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Exercice 11 Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes:

—+o0o n —+oo —+o00 n —+oo 2 —+o00o k
z (-1) (n+1) (n!)
— l2™ —2" —=2" 2" ou k € N*
D ILLEDD D Db« ! | )
= n2 ot ntl i sinn + Vn = (kn)!
400 +o0 . .
Z 2 ,3n Z e ol e — 2™ si m pair
’ ne " 1/2™ si n impair
n=0 n=0
+o0 +oo
Exercice 12 Si ch(—4)" converge et chG” diverge quelles sont les natures des séries
. n=0 n=0
numériques :
400 —+o0 +o00 00 400
Yo Yed Yaco Yoo Sas
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Exercice 13 Déterminer les développements en série entiere des fonctions suivantes

1 1 1
In(5
72 332 2530 DRGT)
puis
1 1 1 a3 .
arctan z.
(1—2)2" (2432)2 23-3z+2 (z—2)%
Exercice 14 Calculer les sommes suivantes :
TR G VA A o Y o Vi
DI=THEED Dher et B s S S
n=0 n=2 n=4 n=1

Exercice 15 Domaine de convergence et somme des séries entieres de variable réelle :

+o00 —+o00 1 —+00 1 +oo

: n n n n
Zsm(nﬁ)x , Zﬁx , me , an :
n=0 n=1 n=2 n=0

Exercice 16 Déterminer une solution développable en série entiere de 'EDO 3" + 2y’ +y =0
qui vérifie y(0) = 1 et y’(0) = 0. Méme question avec une solution de zy” 4+ ¢’ + y = 0 vérifiant

y(0) = 1.



Pour aller plus loin...

Exercice 17 On considere I'équation : (E) : z%(z — 1)y"(z) + z(z + 1)y (z) — y(z) = 0.
+00
1. Déterminer une solution de (E) développable en série entiere f(z) = Z apz" en précisant
le rayon de convergence R. "
2. Peut-on prolonger f en dehors de [—R, R] en une solution de (E).

3. Déterminer une autre solution de (E) sous la forme g(x) = f(x)p(z).

4. En déduire ’ensemble des solutions de (E) (espace vectoriel de dimension 2).
x =2
Exercice 18 Soit f(z) = 1o = Z:l fnz™.
-

1. Montrer que (f,) est la suite de Fibonacci (Merci de consulter la littérature ou Internet...).

2. Décomposer f en éléments simples et trouver une nouvelle expression de f,.
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Exercice 19 Dans chacun des cas suivants, tracer la fonction, qui est supposée T' périodique,
et donner son développement en série de Fourier (on précisera les points ou f est égale a sa série
de Fourier).

B [ -1 site]-mo[ (=1
1. T=2nm f(t)= { | siteo,n] en déduire E o0+ T
2. T=2m f(t)=tsite[-mmn]
—+00 1 +00 1 +00 1 +0c0 1
3. T=2 t)=|t| sit e|— ; dédui g — E
777 f( ) | | S1 6] ﬂ-; 7T[ ) en eaulre p:0 (2p + 1)27 — TL p:(] (2p + 1)47 — n4

—1)n

+oo
4. T=2m, f(t)=t*sit€[-m,n[; en déduire Z

- [0 sitegl—1/2,0]
5. T =1, f(t)—{t sitel0,1/2]

( ’ﬂ 001
6. T =5, — 4t 0<t<5:;endéd § et 3
ft) pour en déduire 2 5

Exercice 20 Soit g la fonction définie sur R par ¢g(z) = max(sinz, 0).
1. Représenter le graphe de la fonction.

2. Déterminer ses coefficients de Fourier et étudier la convergence de la série de Fourier.

+oo 1 +oo (_1)p
3. Calculer ; =1 et pz; oy

4. Déterminer le développement en série de Fourier de f ou f(z) = |sinz|.

Exercice 21 Soit f une fonction de classe C! sur R et de période T > 0. Comparer les
coefficients de Fourier de f et ceux de f’.

1
2—z

Exercice 22 Soit ¢(z) =

1. Pour z € R, déterminer la partie réelle de ¢(e™®).

2. Déterminer le développement en série entiere de ¢(z), z € C, en précisant le rayon de
convergence.

3. En déduire, par identification, le développement en série de Fourier de la fonction f définie

2 —cosx
par f(z) = 5 —4cosz

T2 T2 2
4. En déduire sans calcul I = LT ST dx, avec peu de calculs, J = LT ST dx.
_x9—4cosz _x \b—4cosz
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Exercice 1. Cocher les cases correctes ci-dessous (Attention, une case cochée & tort sera pénalisé) et
répondez aux questions :

+oo
1.1. Si f est continue sur R et f(z) N 0 alors / f(z)dz converge. [ ] Vrai [ | Faux

3
d
1.2. [ = / _ar T I:] CvV I:] DV. Donner la valeur de I en cas de CV.
L —

x
1
dt
1.3. J= / pra— I:] (64 I:] DV. Donner la valeur de J en cas de CV.
0o ¢ —
—+o0
1.4. Valeurs de a € R pour que K = / e dt converge ? Donner alors la valeur de K.
0
_1)n
1.5. Valeurs de 8 € R pour que Z ( - ﬁ) CV (mais pas absolument) ? CV absolument ?
N~ 24 (=D)"
1.6. 51 = Z _ I:] CcvV I:] DV. Donner la valeur de S; en cas de CV.
n
n=1
+o0 5n
1.7. Sy = Zl ] I:] (G4 I:] DV. Donner la valeur de Sy en cas de CV.
n—

1.8. Calculer le rayon de convergence et la somme de f(z) = 2(2” —3")a".

1.9. Soit > ana™ et > byx™ deux séries entieres de rayons de convergence respectifs R, et Ry telles que
|an| < |by| pour tout n € N. Alors : I:]RGSR;) I:]Ra > Ry I:]Rasz
—+oo

1.10. Chercher la solution de PEDO (1 + z)y’ — 3y = 0, y(0) = 1, sous la forme y(z) = Z anz™.
n=0

+oo

Exercice 2. On définit la série entiére f(x) = Z(—l)"Snx” o S, =1+ 34+ L est la somme
n=1

partielle de la série harmonique. On admettra que .S, o Inn. Utiliser 'équivalent de S,, pour répondre

n—-+0oo

aux questions 2.1, 2.2 et 2.3.

2.1. Redémontrer que la série harmonique Y % diverge.

2.2. Démontrer que la série numérique f(1) diverge grossicrement.

2.3. Calculer le rayon de convergence R de f(x).

2.4. Calculer (1 + z) f(z) pour tout z €] — R, R[. En déduire la valeur de f(z) pour tout z €] — R, R].

Exercice 3. On peut traiter chaque question sans avoir résolu la précédente.
+oo
3.1. Démontrer que I = ——— converge.
0 1+t4

teo du
3.2. Exprimer ——— en fonction de I au moyen du changement de variable u = #2.

o Vu(l+u?)

—+o0

arctant
3.3. Déterminer les valeurs de a € R pour lesquelles K, = /
0

dt converge.

3.4. Par une intégration par partie, démontrer que K3/, = 41.

3.5. Question bonus : calculer la valeur numérique de I.
On pourra commencer par décomposer t* +1 en produit de ses racines dans C puis regrouper les facteurs
2 a4 2 conjugués pour obtenir une factorisation en un produit de 2 polyndmes réels Py(t) et Pa(t) de

degré 2. Déterminer ensuite les coefficients a,b,c,d € R de la décomposition en éléments simples

g*(;l; + ;;g pour pouvoir calculer l’intégrale.

Tl




