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RESUME

Ce mémoire présente mes travaux de recherche effectués apres ma these, entre 2002 et
2008. Les themes principaux sont les équations aux dérivées partielles non-linéaires et des
problemes d’évolutions de fronts ou d’interfaces. Il est organisé en trois chapitres.

Le premier chapitre concerne ’évolution de fronts avec une vitesse normale prescrite.
Pour étudier ce genre de probléeme, une premiere approche, dite par lignes de niveaux,
consiste a représenter le front comme une ligne de niveau d’une fonction auxiliaire u. Cette
approche ramene l’étude du probleme d’évolution géométrique a un probleme d’EDP
puisque u vérifie une équation de Hamilton-Jacobi. Quelques résultats dans le cas de
vitesses locales comme la courbure moyenne sont présentés mais la majorité des résultats
concerne le cas de vitesses non-locales décrivant la dynamique des dislocations dans un
cristal ou modélisant I’asymptotique d’un systeme de FitzHugh-Nagumo apparaissant en
biologie. Une approche différente, basée sur des solutions de viscosité géométriques, est
utilisée pour étudier des problemes de propagation de fronts apparaissant en optimisation
de formes. Le but est de trouver un ensemble optimal minimisant une énergie du type
capacité a volume ou périmetre constant. L’idée est de déformer le bord d’un ensemble
donné avec une vitesse normale adéquate de maniere a diminuer au plus son énergie. La
mise en oeuvre de cette idée nécessite la construction rigoureuse d’'une telle évolution pour
tout temps et la preuve de la convergence vers une solution du probleme initial. De plus,
la décroissance de ’énergie est obtenue le long du flot.

Le deuxieme chapitre décrit des résultats d’unicité, d’existence et d’homogénéisation
pour des équations de Hamilton-Jacobi-Bellman. La majeure partie du travail effectué
concerne des équations provenant de problemes de controle stochastique avec des controles
non-bornés. Les équations comportent alors des termes quadratiques par rapport au
gradient et les solutions étudiées sont elles-mémes a croissance quadratique. Des liens
entre ces solutions et les fonctions valeurs des problemes de controle correspondants sont
établis. La seconde partie est consacrée a un théoreme d’homogénéisation pour un systeme
d’équations de Hamilton-Jacobi du premier ordre.

Le troisieme et dernier chapitre traite d’un sujet un peu a part, a savoir le lien entre
les flots de gradient et l'inégalité de Lojasiewicz. La principale originalité de ce travail
est de placer I'étude dans un cadre hilbertien pour des fonctions semiconvexes, ce qui
sort du cadre de l'inégalité de Lojasiewicz classique. Le principal théoreme produit des
caractérisations de cette inégalité. Les résultats peuvent étre précisés dans le cas des
fonctions convexes ; en particulier, un contre-exemple de fonction convexe ne vérifiant pas
I'inégalité de Lojasiewicz est construit. Cette derniere inégalité est reliée a la longueur
des trajectoires de gradient. Une borne de cette longueur est obtenue pour les fonctions
convexes coercives en dimension deux méme lorsque cette inégalité n’est pas vérifiée.
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AvANT-PROPOS

Ce mémoire présente les travaux réalisés depuis la fin de ma these entre 2002 et 2008 en
occupant un poste de maitre de conférences au Laboratoire de Mathématiques et Physique
Théorique de I'université Francois Rabelais de Tours. La liste complete de mes travaux
se trouve page 61 et ces derniers apparaissent entre crochets dans le texte, numérotés de
1 a 20. Les références de 1 a 6 sont celles d’articles écrits pendant ma these, soutenue en
décembre 2001 sous la direction de Guy Barles. Les travaux numérotés de 7 a 20 sont ceux
que je décris dans ce mémoire et qui constitue mon Habilitation a Diriger des Recherches.
Les références entre crochets notées avec des lettres sont celles de la bibliographie générale
qui figure a la fin.

La notion de solutions de viscosité occupe une place centrale dans mes travaux. Comme
cette théorie est maintenant bien connue et qu’il existe une littérature abondante sur le
sujet, j’ai choisi de ne pas la présenter pour ne pas rallonger le texte. Je renvoie le lecteur
aux ouvrages de Barles [Bar94|, Bardi et Capuzzo Dolcetta [BCD97] pour les équations du
premier ordre. Méme s’il manque encore un traité récent et complet sur le second ordre,
on pourra consulter le célebre “User’s guide” de Crandall, Ishii et Lions [CIL92], les livres
de Fleming et Soner [FS93] et Koike [Ko0i04] et le cours de Barles [Bar97].



O.LEY



EVOLUTION DE FRONTS ET EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI 9

1. INTRODUCTION

Mes résultats sont décrits précisément dans les paragraphes qui suivent. Dans cette
introduction, quitte a sacrifier un peu a la rigueur mathématique, j'expose les grandes
lignes des problemes étudiés.

1.1. Evolution de fronts et équations de Hamilton-Jacobi. Les sujets centraux de
cette these sont les évolutions de fronts (ou d’hypersurfaces) avec une vitesse normale
prescrite et les équations de Hamilton-Jacobi. Un lien entre ces deux notions apparait
naturellement quand on utilise ’approche par lignes de niveaux pour étudier I’evolution
d’un ouvert €, ¢ RY dont le bord T, (le front) évolue avec une vitesse normale donnée.

L’approche par lignes de niveaux est un outil central dans mon travail et est présentée
en détail dans le § 2 (on trouvera aussi les références principales sur le sujet). Donnons-
en tout de suite une idée qui permet d’éclairer le lien avec les équations aux dérivées
partielles (EDP dans la suite). Imaginons que tout point x du front I'; évolue avec une
vitesse Vo, (1) T g, (), oit Tq,(x) est la normale unitaire sortante de I'; au point 2 (I
est “orienté” par son “intérieur” ;). L’idée est alors d’introduire une fonction auxiliaire
u: RY x [0,T] — R dans le but de représenter I'; via 'ensemble de niveau 0 de celle-ci.
Cela conduit a définir u telle que

Pour tous ¢t > 0, wu(-,t) =0sur I'y, u(-,t) >0 dans ; et wu(-,t) <0 ailleurs.

La fonction wu(-,t) ainsi définie est constante sur I';; un simple calcul donne alors les
relations suivantes :

o
Du(z,t) a (@, 1)

_ V = = tout z € I
Duz, 1) %) = Duga, gy PO ot vl

(les signes viennent de l'orientation de I'; qui est traduite par le choix du signe de u dans
;). On en déduit alors 'EDP

ou
(1.1) T
Cette EDP est posée a priori sur I'; mais, pour les vitesses que l'on considere, on peut
I'étendre sur RY x (0,7 out T est un temps final (qui sera souvent +oc). Ce probleme
d’évolution est appelée équation géométrique associée a la vitesse ) et est complété par une
donnée initiale en ¢ = 0 qui représente le front initial (€2 est une donnée du probleme). Si
I’on est capable de résoudre cette équation, on espere pouvoir retrouver ’objet géométrique
I'; en posant

%)Qt (.T) =

(z,t) = V{urn>o0y ()| Du(z,t)| pour tout x € I';.

Iy :=={u(-,t) =0} pour tout ¢t > 0.

A ce niveau, il convient de préciser que, méme pour les évolutions les plus simples
qu’on puisse imaginer, les ensembles développent des singularités en temps fini ou méme
des changements de topologie. Parallelement, on ne peut espérer trouver des solutions
régulieres a I’équation (1.1). On utilisera donc les solutions de viscosité pour résoudre
(1.1) qui sont des solutions faibles qui conviennent bien a ce genre de problémes fortement
non-linéaires.

Selon les vitesses considérées, I’équation (1.1) prend diverses formes. Rappelons les plus
courantes et celles qui seront plus particulierement 1’objet de notre attention.
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Le cas le plus simple est celui d’une vitesse ne dépendant que du point x considéré et du
temps t, i.e., Viu(.p>03 () = c(z,t) ott ¢ : RY x [0,T] — R est donnée. Dans ce cas, (1.1)
se réduit a une des équations de Hamilton-Jacobi les plus simples, 1’équation eikonale

(1.2) %(x,t) = ¢(z,t)|Du(x,t)| dans RY x [0, T7.

Malgré sa simplicité et sa longue histoire, cette équation est encore au centre de nombreux
développements. En particulier nous avons da en étudier des propriétés tres fines pour
avancer dans la compréhension de la dynamique des dislocations ou de problemes du type
FitzHugh-Nagumo.

Le second cas, peut-étre le plus célebre, qui a été a l'origine du développement de
I’approche par lignes de niveaux, est celui de 1’évolution d’hypersurfaces par courbure
moyenne. Si Vg, (x) est la moyenne des courbures principales de I'; au point z, (1.1) devient
une EDP parabolique dégénérée singuliere du second ordre, 1’équation de la courbure
moyenne

ou (D*uDu, Du)

(1.3) E(x,t) = Au— Dul?

Cette équation a occupé une grande partie de mon travail de these. Nous avons cherché
a démontrer I'unicité de solutions, sans conditions de croissances a l'infini, de I’équation
de courbure moyenne des graphes

v (D*vDv, Dv)
1.4 9 t) = Ap — S 0E020)
(14) (#.8) = Ao - 2

dans RY x [0, T7.

5 dans RY x [0, 7]
en utilisant les propriétés géométriques de cette équation ; en effet, si v est solution de (1.4),
alors u(w,y,t) = v(z,t) — y est solution de (1.3) dans RN¥*! x [0, 7], ce qui signifie que
le graphe de v peut étre vu comme un front évoluant par courbure moyenne dans RV+1.
Cette interprétation nous a permis d’obtenir plusieurs résultats que nous rappelerons
brievement pour décrire nos résultats les plus récents.

Considérons maintenant le cas de vitesses non-locales qui sont au coeur de mon travail.
Nous supposons que la vitesse gouvernant I’évolution du front a la forme suivante

(1.5) Vo, (7) = a(k x 1g, (1)) + 1 (2, 1)

ol ¢; est une vitesse du type de celle apparaissant dans (1.2), @« : R — R est une
fonction donnée, “x” représente une convolution a préciser entre un noyau k et la fonction
caractéristique de I’ensemble ;. La vitesse écrite sous cette forme n’est pas la plus générale
possible mais nous nous restreindrons a cette forme qui englobe deux cas modeles qui nous
intéressent.

Notons tout de suite que cette vitesse est non-locale dans le sens ou la vitesse Vg, ()
ne dépend pas seulement des propriétés locales (normale, courbure, etc.) de I'; au point x
mais, via la convolution, de I’ensemble €2, tout entier. Ceci introduit bien str une difficulté
de taille pour I’étude de ce genre de problemes d’évolution. Pour simplifier les notations
et mettre en avant la dépendance non-locale par rapport a ’ensemble par le biais de sa
fonction caractéristique, nous écrirons

(1.6) c[lig |(x,t) == Vo,(x) = a(k* 1g,(z,t)) + c1(x, t).
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Nous considérerons ici deux probléemes modeles ou la vitesse peut s’écrire sous la forme
(1.5). Le premier est la dynamique des dislocations (voir § 2.3.1 pour des précisions) pour
laquelle

(1.7) c[lig |(x,t) = co % g, () + c1(z, 1),

avec une convolution en espace seulement : ¢y € L(RY) et

(1.8) co* g, (v) = /RN co(r —y)lg, (y)dy.

L’équation géométrique associée est alors une équation eikonale non-locale,

(1.9) %(w,t) = c[Lqus0y)(w,t)|Du(z,t)| dans RY x [0, 7).

Le second probleme modélise 'asymptotique d'un systeme de FitzHugh-Nagumo (a ce
sujet, quelques précisions sont données dans le § 2.3.2). Dans ce cas,

g, J(z,1) = alv(z,1)),

ol « est une fonction réelle lipschitzienne et v est elle-méme solution d'une équation du
type (pour simplifier)
v

(1.10) o7 —Av=lg, dans RY x (0,7).

En utilisant la formule de représentation pour I’équation de la chaleur (avec donnée initiale
nulle), on en déduit

(1.11) v(z,t) = G* g, (z,1),

Wy”

ou “x” est la convolution usuelle (en espace-temps) et G est le noyau de Green classique.
On obtient bien alors une vitesse du type (1.5) et I'équation géométrique associée s’écrit
comme (1.9) avec

(1.12) Lo (z,t) = (G * Loy, 1)).
Les problemes d’évolutions de fronts ci-dessus (qu’ils soient locaux ou non-locaux)
peuvent étre rangés dans deux classes suivant que 1’évolution est monotone ou pas.

Les évolutions monotones sont celles ou le principe d’inclusion est vérifié. Cela signifie
que si 'on démarre de deux ensembles Q} et Q2 satisfaisant Q) C Q2 et qu'on les fait
évoluer indépendamment avec la méme vitesse, on a

(1.13) Qo C Oy = Q CQf pour tout t > 0.

Au moins formellement, le principe d’inclusion est vrai pour des vitesses vérifiant la pro-
priété suivante :

(1.14) QCcAcRY etz QNI = Vo) < Vol(z).

Par exemple, cette propriété est vérifiée pour le mouvement par courbure moyenne et pour
le mouvement traduit par (1.2). C’est également le cas pour les problemes d’évolution reliés
a l'optimisation de formes dont je parle dans la suite. En utilisant ’approche par lignes
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2

de niveaux et en notant u! la solution de (1.1) représentant Q' et u? celle représentant

02, le principe d’inclusion (1.13) se traduit par
{ug >0y Cc {ui >0} = {u'(-,t) >0} C {u?(-,t) > 0} pour tout t > 0.

En remarquant qu’en fait, ’équation (1.1) est valable pour tous les ensembles de niveaux
de u',u? on obtient u! < w? (si uj < w3). Autrement dit, on attend un principe de
comparaison pour (1.1) qui permet d’appliquer les techniques classiques des solutions de
viscosité pour construire des solutions (pour tous temps) de ce genre d’équations (et donc
des évolutions généralisées des problemes géométriques initiaux).

Les cas non-monotones sont ceux pour lesquels (1.13)-(1.14) sont mis en défaut. C’est le
cas par exemple pour I’évolution avec une vitesse égale a I’'opposée de la courbure moyenne.
Mais c’est également le cas, et c’est ce qui nous intéresse ici, pour les problemes non-locaux
introduits ci-dessus. Pour la dynamique des dislocations, une hypothese physique dit que

(1.15) / o =0,
RN

et par conséquent, la condition (1.14) ne peut pas étre toujours vérifié. De méme, dans le
modele de FitzHugh-Nagumo la fonction a est seulement lipschitzienne ce qui n’est pas
suffisant pour obtenir (1.14).

Dans ce genre de probleme non-monotone, les techniques classiques des solutions de
viscosité (construction d’'une solution par la méthode de Perron comme supremum de
sous-solutions) reposant sur le principe de comparaison sont inopérantes. Nous utilisons
des théoremes de points fixes dans des espaces bien choisis. Pour 'unicité, la propriété de
contraction est obtenue en étudiant de facon fine des propriétés de régularité de fronts
gouvernés par 1’équation eikonale, et repose en particulier de maniere cruciale sur une
borne inférieure de gradient obtenue pendant ma these pour cette derniere équation.
Elle permet d’établir des estimations L' pour les ensembles de niveaux de la solution
de (1.9) qui suffisent a démontrer des résultats d'unicité pour des vitesses positives (les
ensembles 2, sont croissants pour l'inclusion par rapport au temps; notons que (1.14)
n’est pas nécessairement vérifié). Les résultats d’existence que nous avons démontrés sont
plus généraux mais nous avons di introduire une notion de solution faible.

1.2. Evolution de fronts apparaissant dans des problemes d’optimisation de
formes. L’optimisation de forme consiste a trouver des ensembles qui minimisent une
fonction objectif donnée. Plus précisément on cherche a résoudre le probleme

1.1 inf £ (2

(1.16) dnf (),

olt D est un sous-ensemble des ensembles bornés de RY (pouvant prendre en compte
des contraintes) et £ : D — R est donné (on l'appelera souvent énergie). Ce probleme
est tres général et donne lieu a de nombreuses applications, voir les ouvrages de Allaire
[A1102, AlI07], Henrot et Pierre [HP05] et les références qu’ils contiennent.

Notre motivation dans ce theme provient des travaux numériques de Allaire, Jouve et
Toader [AJT04] qui ont utilisé 'approche suivante. Pour résoudre (1.16), ils démarrent
d’un ensemble donné €2y quelconque et ils déforment le bord I'y de €2y de facon a diminuer
I'énergie, au moins formellement. Ils obtiennent ainsi une famille (£2;)¢>0 (démarrant de
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Qo) qui est censée évoluer vers un minimum de I’énergie F, c’est-a-dire une solution de
(1.16). Cette méthode a produit de bons résultats numériques. Le but de notre travail était
de justifier cette approche, au moins dans deux cas modeles conduisant a des évolutions
monotones (au sens du paragraphe précédent).

Décrivons 'approche qui nous intéresse dans le cadre de notre premier cas, celui de la
minimisation de la capacité d’'un ensemble sous une contrainte de volume :

1.17 inf Q 1(Q) = tante}.
(1.17) SccbnccRN{CapS( ) avec vol(2) = constante}

L’ensemble S, appelé la source, est un compact de RY non vide dont le bord est de classe
C? qui est fixé une fois pour toute. Pour deux ensembles A, B de R¥, la notation A CC B
signifie que 'adhérence A de A est incluse dans I'intérieur int B de B. On cherche donc
un infimum parmi les ensembles bornés ) qui contiennent “strictement” S. Pour exposer
le probleme simplement, supposons que 2 ait un bord de classe C*!. Dans ce cas

(1.18) capg(f2) = /Q\S (Vou(z)Pdz et vol(Q) = /Q\S dx

ou v est solution du probleme elliptique
—Av =0 dansQ\ S,
(1.19) v=1 sur 05,
v=20 sur Of).
On peut calculer les dérivées de formes de la capacité et du volume le long d'une dé-

H
formation de €2 par un champ de vecteur © : RV — R¥. Les formules de Hadamard
donnent

caps(Q2)(0) = — 6Q|Dv(a)|2<6(a),m(a)>da et vol(Q)(O) = /6 Q@(U),m(a»da,

olt do est la mesure surfacique de 9 et 7 ¢ est la normale extérieure a . On remarque
qu’on retrouve le fait que, lorsqu’on déforme 2 suivant la normale sortante (i.e., si 'on
“grossit” (1), la capacité est décroissante et le volume est croissant. Ces formules nous
permettent d’exprimer les conditions nécessaires d’optimalité du probleme (1.17) : il existe
un multiplicateur de Lagrange ¢ > 0 tel que

cap’s(2)(0) + Lvol'(Q)(8) = 0.
Il est alors naturel d’introduire
E\(§2) = vol(2) + A capg(2)
(ot A = 1/¢) et de remarquer que le choix de déformation
(1.20) 6 (z) = Valz) = — (1= \|Do(@)]?) Talz)
est une direction de descente ou un flot de gradient pour E) :

ENQ)(Va) = _/m (1= A|Dv(0)]?)?do < 0.

Ainsi, obtient-on, au moins formellement, une stratégie pour résoudre le probleme d’op-
timisation (1.17) : on fixe un ensemble S CC 2y CC RY quelconque et on est ramené a
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étudier le probleme d’évolution (£2;);>¢ avec une vitesse normale Vgt donnée par (1.20)
(o, pour chaque ¢, v est la solution de (1.19) dans €, \ S). La limite
(1.21) Qo := lim Q(¢),

t——+4o00

si elle existe, apparait comme un candidat naturel pour la solution de (1.17). Remarquons

%
de plus que, si z € 08, alors Vo (x) = 0 ce qui entraine que {2, est solution du
probleme a frontiere libre suivant, dit probleme de Bernoulli extérieur,

1
(1.22) Trouver K cC RY tel que S cC K et |Dv(x)| = 7 pour tout = € 0K,
ou v est la solution de (1.19) dans K \ S. Ce dernier probleme a une longue histoire en

physique et plus particulierement en électrostatique, voir 'article de référence de Flucher
et Rumpf [FRI7].

Notre travail a consisté a définir rigoureusement des solutions €2; du probleme d’évolu-
tion ; ce probleme est non-local & cause du terme |Dv|? dans la vitesse qui dépend de tout
I'ensemble €, a travers (1.19). Ce terme sera appelé terme de Hele-Shaw, en référence au
probleme d’évolution du méme nom lorsque

(1.23) Vo, (@) = |[Dv(@)[* 7o, (z).

Ce probleme d’évolution apparait lorsqu’on injecte un liquide visqueux au niveau de la
source S entre deux plaques de verres peu écartées et qu’on regarde 'expansion €2; de ce
liquide. D’autre part, en utilisant le principe du maximum pour (1.19), il n’est pas difficile
de voir que (1.14) est vérifié et que le probleme est donc monotone.

Comme il n’est pas aisé de travailler avec ’approche par lignes de niveaux dans ce
genre de probléme (le terme d’Hele-Shaw n’a pas de représentation explicite), nous avons
préféré utiliser une notion de solutions de viscosité géométriques introduite par Cardalia-
guet qui permet de travailler au niveau des ensembles (au lieu des fonctions). Le principe
de comparaison pour les sous- et sur-solutions est alors remplacé par le principe d’inclu-
sion (1.13). La preuve de ce dernier est la pierre angulaire de notre travail [10] et plus
généralement de ce type de problemes monotones. L’existence de solutions en découle
facilement par des techniques classiques.

Dans le cas ou la source S est étoilée, nous pouvons prouver 1'unicité de la solution du
probleme limite (1.22), ce qui est une question délicate en général. A Tl'aide de la méthode
des semi-limites relaxées (classique en solutions de viscosité et qui permet de passer a la
limite avec trés peu d’estimations), nous démontrons la convergence (1.21) ce qui termine
la premiere partie du travail.

La seconde partie [11], consiste essentiellement & prouver que l'énergie décroit le long
du flot ;. Cette propriété justifie dans un sens la terminologie “flot de gradient de F\”
pour les €. La difficulté pour établir la décroissance de t +— FE,(£2;) vient du fait que les
solutions de viscosité, si elles sont tres bien adaptées au probleme d’évolution non-linéaire
et non-local (1.20), ont peu de choses a voir avec une notion variationnelle comme la
capacité. Ces solutions ont peu de régularité et donc la capacité ne peut plus étre définie
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par (1.18)-(1.19). La définition est remplacée par
(1.24) capg(Q) = inf {/ Vo> : ve Hy(2), v=1sur S} ,
o\S

si  est seulement ouvert et méme par une définition un peu plus compliquée (que nous
ne donnerons pas ici) dans le cas d'un ensemble borné général comme ceux avec lesquels
nous travaillons. Ceci explique pourquoi le calcul de ’énergie et, a plus forte raison, la
preuve de sa décroissance, est difficile.

Il a donc été nécessaire d’étudier le lien entre nos solutions et les solutions variationnelles

du probleme (1.17) reformulé comme

1.25 inf vol(€2) + Acapg(2)}.

(1.25) Lnf {vol(@) + Acaps()}

Pour cela, nous avons utilisé la notion de mouvements minimisants, introduite par Alm-
gren, Taylor et Wang [ATW93], qui consiste a approcher les solutions généralisées de
(1.20) par une suite de problemes variationnels pour lesquels la décroissance de ’énergie
est facile a obtenir.

Mentionnons, pour terminer, que [10] a été écrit dans un cadre plus général qui, outre
(1.17), comprend aussi le probleme

(1.26) inf  {capg(Q?) avec per(€2) = constante},
SCCQCCRN

qui, comme ci-dessus peut-étre reformulé comme

1.27 inf er(2) + Acapg(€2)}.

(1.27) oo nf  {per(Q) ps(€2)}

La dérivée de forme du périmetre fait intervenir la courbure moyenne ; le probleme d’évolution
correspondant est alors

(1.28) V(@) = (Ho,(x) + A Dv(2)?) Wau(2),

ot H,(r) = Trace(D7 q,(z)) est la courbure moyenne de 9 en z (négative pour les
ensembles convexes). Le probleme limite est un probleme de Bernoulli extérieur généralisé
avec des termes de courbure. Ce cas rend 1’étude bien plus délicate. En particulier, nous
avons diu développer une version géométrique non-locale du Lemme matriciel d’Ishii
[CIL92, Theorem 8.3] qui a été énoncé sous une forme générale pour servir a d’autres
applications.

1.3. Equation de Hamilton-Jacobi, controle stochastique et homogénéisation
de systeémes. Les travaux [9, 19, 15] traitent de questions plus classiques en EDP : nous
montrons des résultats d’unicité, d’existence et d’homogénéisation pour des équations de
Hamilton-Jacobi-Bellman.

Dans les deux premiers travaux, nous considérons une équation du type

0
(1.29) —a—?: + G(z,t, Du, D*u) + H(x,t,u, Du, D*>u) =0 dans RY x (0,7,

u(x, T) = () dans RV,
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ol T" > 0 est une constante et ¢ est une condition terminale fixée. Je préfere énoncer le
probléme d’évolution avec condition terminale (& la place d’une condition initiale) car les
problémes reliés a cette équation s’écrivent plus simplement (voir ci-dessous).

Nous allons décrire deux équations types; la premiere est reliée a des problemes de
controle stochastique et la seconde provient de la théorie des équations différentielles
stochastiques rétrogrades (EDSR dans la suite). Ce deux domaines tiennent une place
importante en mathématiques financieres, mécanique, théorie du controle risque-sensitif,
jeux différentiels, etc. (voir les références dans le § 3.3).

Avant de présenter chaque type d’EDP, expliquons leurs spécificités communes. Les
EDP (1.29) considérées sont fortement non-linéaires, éventuellement dégénérées. La no-
tion de solution bien adaptée a ce type d’équations est la notion de solutions de viscosité.
Le contexte “classique” de cette théorie (c¢f. [CIL92, FS93]) est celui des solutions uni-
formément continues. Ici, nous sortons de ce cadre en prenant des données terminales
non-bornées (et non uniformément continues) et en cherchant des solutions également
non-bornées (ni inférieurement ni supérieurement) a I’équation posée dans l'espace RY
tout entier. Pour espérer obtenir des résultats de comparaison, nous remplagons alors
les données au bord, qui apparaissent lorsqu’on travaille dans un ouvert borné, par des
conditions a l'infini. Ici, pour simplifier 'exposé, nous nous placerons dans un cadre qua-
dratique en travaillant avec des fonctions v, u a croissance au plus quadratique (ou sous-
quadratiques, dans un sens qui sera précisé, voir (3.1) et (3.2)). La seconde spécificité,
qui induit une difficulté pour I’étude de ces équations, est qu’elles comportent une non-
linéarité sur-linéaire par rapport au gradient (je me restreindrai ici aussi au cas quadra-
tique). Dans le contexte des problemes de contrdle stochastique, cela correspond, comme
nous allons le voir, a des problemes avec controles non-bornés.

Commencons par exposer le premier cas modele ou GG est un hamiltonien concave qui
a la forme

(1.30) G(z,t,p, X) = inf {—%Trace [c(x,t,ﬁ)cT(x,t,ﬁ)X} —{(g(z,t,5),p) — f(a:,t,ﬂ)}

BeB

et H est un hamiltonien convexe

1

(1.31) H(x,t,p, X) = sup {—éTrace [a(a:, t,a)o’ (x,t, a)X] — (b(z,t, ), p) — l(x,t, a)}
acA

(qui ne dépend pas de u). Nous permettons que I'un des ensembles A ou B soit non-

borné ce qui peut induire une non-linéarité sur-linéaire par rapport a Du comme annoncé

ci-dessus (voir (1.36) par exemple).

Les EDP (1.29) avec (1.30)-(1.31) correspondent, au moins formellement, & des proble-
mes de controle stochastiques. Expliquons-le a travers I’exemple fondamental du probleme
linéaire quadratique stochastique, qui est le probleme modele de [9]. Soit (W;)i>o un
mouvement brownien (multi-dimensionnel) défini sur 'espace probabilisé (€2, F, P) muni
d’une filtration adaptée (F;)¢>o. Considérons ’équation différentielle stochastique linéaire

(1.32) { dX, = [b1(8) X + ba(s)aslds + [01(8) X + 02(s)as]dW,, fort < s < T,
’ Xt =T,
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ou by (t),be(t), o1(t), o2(t) sont des matrices données de tailles adéquates, o est un controle
(Fi-progressivement mesurable) a valeurs dans RM et X est la solution (adaptée) de (1.32)
associée au controle ay. Le but du probleme linéaire quadratique est de minimiser le cott
quadratique

(133) inf E {/t [<XS,£1(S)XS> + 62‘065|2] ds + <XT,¢1XT>} = V(I,t),

Qs

appelé fonction valeur du probléeme; ¢1(t) et 1); sont des matrices carrées de la taille qu'il
faut et fo > 0 est une constante. L’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman associée (au
moins formellement) a ce probleme est (1.29) si on pose

A =TRM (non borné), P(x) = (x,17), G =0,
bz, t,a) = by () z+ba(t)r, o(x,t,a) = o1(t)z+02(t), l(z,t,a) = (x,l1(t)x) + la]ar|?.

Si, de plus,

(1.34) oa(t) = 0,
alors, un calcul précis des termes de (1.29) donne
(1.35) _?‘9_1; — %Trace [(01(t)z) (01 (t) )" D*u] — (by (t)x, Du) — (@, {1 (t)x)

1
—|by()' Dul? =0
+ g, () Dul* = 0,

ou apparait un terme quadratique (convexe) par rapport au gradient car

(1.36) sup { — {ba(t)ar, D) — toJaf?} = LT D2,
a€cRFk 40y

Le cas (1.34), ou plus généralement lorsque la matrice de diffusion o dans H est bornée
par rapport au controle, est le cas que nous arrivons a traiter dans [9] : nous prouvons la
comparaison entre les sous- et sur-solutions de (1.35) a croissance au plus quadratique.
La méthode de Perron nous donne alors I'existence et 1'unicité d'une solution de viscosité
continue pour des temps petits. De plus, nous prouvons rigoureusement que la fonction
valeur V' donnée par (1.33) est I'unique solution de viscosité de (1.35), ce qui n’est pas
évident pour des problemes de controle non bornés.

Si maintenant, oo # 0 dans le probleme linéaire quadratique précédent, alors la définition
de I’hamiltonien H devient elle-méme problématique ; pour fixer les idées, supposons que
by =0,01 = 0,01 =0, by, 09 sont des matrices identités et £ = 1. Alors

2
H(z,t, Du, D*u) = sup { —{a, Du) — |af® — ﬂAu}
aeRM 2
est égal a +oo des que Au < —2. Le lien entre le probleme de controle stochastique
est I’équation d’Hamilton-Jacobi dans ce cas n’est pas clair. En général, la méthode de
résolution utilise la théorie du controle et nécessite des connaissances a priori sur la forme
de la fonction valeur (c’est une fonction quadratique en espace avec la bonne concavité
par exemple), ce que nous ne voulons pas utiliser. Nous renvoyons le lecteur au livre de
Yong et Zhou [YZ99] pour des détails. A notre connaissance, le seul travail qui n’'impose
pas d’hypotheses sur la fonction valeur est celui de Krylov [Kry01]; pour cela, il suppose
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que toutes les données sont des polynomes quadratiques ce qui lui permet de prouver, par
un calcul “algébrique”, que la fonction valeur est elle-méme quadratique. En particulier il
peut traiter le probléme linéaire quadratique (1.32)-(1.33) mais son approche repose sur
la forme particuliere des données et ne peut étre étendue a un cadre plus général. Dans
[19], nous arrivons a traiter des cas plus généraux mais pour des solutions strictement
sous-quadratiques en espace.

Le deuxieme type d’EDP que nous traitons dans [19] est le cas ou
1
(1.37) Gz, t,p, X) = —§Trace lo(x, t)o" (z,t)X] — (b(z,t),p)
est linéaire et

(1.38) H(z,t,u,p, X) = f(z,t,u,o(z,t)p)

est un hamiltonien du premier ordre convexe en p. Cette EDP est reliée aux EDSR in-
troduites par Pardoux et Peng [PP90] qui ont montré I'existence et 'unicité de solutions
pour des EDSR a coefficients lipschitziens (ce qui revient a dire que f ci-dessus est lip-
schitzien dans ses deux dernieres variables). De plus ils ont établi le lien entre la solution
de 'EDSR et 'EDP (1.29) avec (1.37)-(1.38), établissant une grille de lecture commode
entre les solutions des EDSR et celles des EDP.

Ce travail a ensuite été généralisé au cas ou f est quadratique par rapport a sa derniere
variable par Kobylanski [Kob00] mais pour des solutions bornées. Récemment Briand et
Hu [BHOS8| ont prouvé l'existence et 1'unicité des solutions quadratiques pour les EDSR.
Notre but est de prouver 'unicité pour la partie EDP sous les hypotheses qui corres-
pondent a celles de [BHO8] et, plus généralement, d’essayer de généraliser la partie EDP
de [Kob00] dans le cas des solutions non-bornées.

Le dernier travail qui correspond a ce theme concerne I’homogénéisation de systemes
d’équations de Hamilton-Jacobi du premier ordre

ot 1<i< M,

Ous
(1.39) L+ Hy(w, =, Dug) =0 pour (x,t) € RN x (0,7],
: £
us(x,0) = ug () pour x € RY,

ou les hamiltoniens H;(z,y,r,p) sont périodiques par rapport a y, coercifs par rapport a
p et satisfont des propriétés d'uniforme continuité. Les données initiales ug,; sont bornées
uniformément continues (BUC dans la suite). Le cadre général est donc (pratiquement) le
cadre de de Lions, Papanicolau et Varadhan [LPV86]. L’originalité provient du couplage
entre les équations (qui intervient au niveau de la variable r € RM). Nous supposons
que le systéme satisfait une hypotheése de monotonie, voir (3.8), qui permet d’obtenir
un résultat de comparaison, et par suite, d’obtenir 'existence et 1'unicité d’une solution
u = (ui e auiJ)

Nous prouvons que, lorsque ¢ — 0, u® converge vers une solution de viscosité BUC
u = (u,---,up) du systeme homogénéisé

0ui —_—
(1.40) — + Hi(w,u, Du) =0 pour (x,8) RV x (0.7), | _; yf
ui(z,0) = ug;(z) pour x € RV,
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Les hamiltoniens effectifs H; sont caractérisés par des problemes cellulaires classiques.
Nous montrons qu’ils héritent de propriétés similaires a celles des H; (en particulier
le systeme limite est encore monotone) ce qui permet d’avoir de l'unicité pour (1.40)
et de prouver la convergence en adaptant la méthode de la fonction-test perturbée de
Evans [Eva89]. Notons que, contrairement aux papiers précédents qui traitent de I’ho-
mogénéisation des systemes (Evans [Eva89] et Shimano [Shi06]), nous ne pénalisons pas
le couplage ce qui implique que le probleme homogénéisé est encore un systeme.

1.4. Inégalité de Lojasiewicz pour des fonctions convexes et liens avec le flot
de gradient. L’inégalité de Lojasiewicz [Loj63] provient de la géométrie algébrique réelle
et peut étre formulée de la facon suivante : si f : RY — R est une fonction analytique
réelle et 7 € f71(0) est un point critique de f, alors il existe des constantes p € [1/2,1)
et C' > 0 telles que

(1.41) |V f(x)|| > C|f(x)]” pour z dans un voisinage U de 7.

Cette inégalité, qui repose sur des propriétés profondes des fonctions analytique, a été
énormément étudiée et généralisée. La raison en est 1’énorme potentiel d’applications
en optimisation (convergence d’algorithmes) ou pour 1’étude asymptotique d’équations
différentielles ou d’EDP.

Lojasiewicz ([L0j84]) I'a initialement utilisée pour prouver la convergence vers I’équilibre
des trajectoires de gradient bornées

(1.42) V() ==Vf(r), t=0,
pour une fonction analytique f : RV — R. Auméme moment, Simon [Sim83] I’a généralisée

au cadre de fonctionnelles analytiques f : H — R ou H est un espace de Hilbert de di-
mension infinie, ouvrant la voie a son utilisation dans la théorie asymptotique des EDP.

Meme si ce n’est pas le sujet de notre étude, illustrons I'importance de l'inégalité de
Lojasiewicz dans les applications en décrivant brievement le cadre du travail de Simon
(suivi par de nombreux autres travaux, voir § 4.3). Soient V, H des espaces de Hilbert
tels que V.C H = H' C V' et considérons une solution u € C1([0,+00)) de I’équation
d’évolution

du ,
(1.43) pn + E'(u(t)) =0, u(0) = uy,
ou F : V — R est une fonctionnelle analytique. Alors, si u € V est un point critique
de E (c’est-a-dire que u satisfait I’équation stationnaire E’'(u) = 0) et que I'inégalité de
Lojasiewicz est vérifiée dans un voisinage de u contenant ug, on obtient ||u(t) — ||y — 0
quand t — +oo (et la vitesse de convergence est exponentielle). Dans les références du

§ 4.3, on trouve des applications a I’équation de la chaleur semi-linéaire, I’équation des
ondes, de Cahn-Hilliard, etc.

Revenons a l'inégalité de Lojasiewicz, ou plus précisément a l'inégalité de Kurdyka-
Lojasiewicz (4.1), qui est une généralisation proposée par Kurdyka. Il a remarqué que,
sous cette nouvelle forme, (1.41) était vérifiée par une classe de fonctions plus large que
les fonctions analytiques (les fonctions C' dont le graphe appartient & une structure o-
minimale). Bolte, Daniilidis et Lewis [BDL06a] ont remarqué que cette nouvelle inégalité
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était bien adaptée au contexte des fonctions non-lisses qui ont une grande importance en
optimisation (par exemple, (1.42) s’écrit tres bien a l’aide d’inclusions différentielles pour
définir les trajectoires de gradient de certaines fonctions non-lisses).

Le but de [18] est de mieux comprendre l'inégalité de Kurdyka-Lojasiewicz dans le
cadre hilbertien non-lisse pour pouvoir englober le maximum d’applications dans le futur.
Nous établissons plusieurs caractérisations de cette inégalité a 1’aide de propriétés des
trajectoires de gradients de la fonction et de sa régularité métrique. Ces résultats sont
précisés dans la cas des fonctions convexes. Nous obtenons une condition suffisante pour
qu’une fonction convexe satisfasse I'inégalité de Kurdyka-Lojasiewicz (elle ne doit pas étre
“trop plate” au voisinage de son minimum) et construisons un contre-exemple de fonction
convexe ne satisfaisant pas cette inégalité.

Au cours de ce travail, la longueur des trajectoires de gradient a occupé une place
importante. Lojasiewicz avait déja prouvé que la longueur des trajectoires de gradient
d’une fonction satisfaisant (1.41) était finie. La réciproque est fausse, on a besoin que
toutes les trajectoires de gradient par morceaux de la fonction soient de longueur finie
pour que (1.41) soit vraie (voir Théoreme 4.1). Néanmoins, dans le cas convexe qui nous
a occupé, nous nous sommes posés la question suivante : les trajectoires de gradient d’une
fonction convexe sont-elles toujours de longueur finie ?

Il existe peu de travaux sur le sujet a part un résultat de Brézis [Bré71] dans le cadre
hilbertien qui répond par I'affirmative si ’ensemble des minima de la fonction convexe est
d’intérieur non vide. Nous pouvons, d’autre part, déduire d’'un contre-exemple de Baillon
[Bai78] que ce n’est pas toujours vrai en dimension infinie. Mais le cas, apparemment
simple, d'une fonction convexe R?> — R avec un unique minimum était non résolu. Le
résultat le plus marquant de [20] est de prouver que les trajectoires de gradient sont
de longueur finie pour une fonction quasiconvexe (donc en particulier pour une fonction
convexe). La preuve est malheureusement particuliere a la dimension 2. Nous cherchons
toujours a répondre a cette question en dimension strictement supérieure a 2.

2. PROPAGATION DE FRONTS AVEC VITESSE NORMALE PRESCRITE

Le type de probléme qui nous interesse est le suivant. Soit £y un ouvert régulier de R
et désignons par I'g I’hypersurface 0€2y. On appelle 2y “I'intérieur” de I'g ce qui permet de
définir une normale orientée sortante 7 g, (z) en tout point x € I'y (qui pointe hors de ) ;
louvert Qg := (2 U )¢ sera appelé lextérieur de T'y. La seconde forme fondamentale
de Ty en x sera notée D7 q,(z) (elle ne dépend pas de I'orientation choisie).

Démarrant de cette partition de RY, on cherche & étudier I’évolution (€2, €, T';)¢>0 avec
un vitesse normale prescrite

21) V(@) = Vo, (@) W (z) = h (2,t, Wa,(z), DT, (), %) Ta, (@),

ou h est une loi d’évolution scalaire donnée.

Pour des introductions aux problemes de propagation de front et une liste de la grande
variété de problemes auxquels ils s’appliquent, voir les livres [BCET97] et Giga [Gig06]
ainsi que Barles, Soner et Souganidis [BSS93| et Souganidis [Sou95].
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En général, sauf pour des données tres régulieres et des temps petits, il y a peu d’espoir
de trouver des solutions régulieres. Méme dans les cas les plus simples (par exemple
h = 1), ces évolutions développent des singularités en temps fini, la topologie du front
peut changer (apparition ou disparition de composantes connexes, extinction, etc.) D’autre
part, les évolutions considérées sont fortement non-linéaires et parfois non-locales. Enfin,
dans de nombreux cas, nous aurons besoin de relaxer la régularité sur les données initiales
et/ou la loi d’évolution et de pouvoir quand méme donner un sens a l’évolution. Ces
difficultés rendent délicates 'étude de (2.1) a laide des outils de la géométrie classique
(pour la courbure moyenne, il existe néanmoins les travaux de Huisken [Hui84], Gage et
Hamilton [GH86]).

Il est donc nécessaire d’introduire des notions de solutions faibles. Celles que nous
allons décrire et utiliser sont les suivantes. En premier lieu, la plus célebre est sans doute
I’approche par lignes de niveau qui est une approche analytique développée par Evans et
Spruck [ES91] et Chen, Giga et Goto [CGG9I1]. Elle remplace le probleme géométrique
par une EDP, I'équation géométrique associée au mouvement, qui est résolue a l'aide
des solutions de viscosité. Lorsqu’il est malaisé, ou impossible, d’écrire cette EDP, nous
utiliserons les “solutions de viscosité géométriques” introduites par Cardaliaguet [Car00,
Car01]; cette notion est plus géométrique et permet un va-et-vient fructueux entre la
géométrie et I'analyse. Nous serons aussi amenés a parler de mouvements minimisants
(voir Almgren, Taylor et Wang [ATW93], Ambrosio [Amb95]) pour faire le lien entre des
solutions variationnelles et les solutions de viscosité géométriques. Dans [13] nous avons
introduit une autre notion de solutions faibles; elle est inspirée par ’approche par lignes
de niveaux et nous 'utilisons dans des cas d’évolutions non-monotones.

Enfin, il existe d’autres notions de solutions dont nous ne parlerons pas ici : les solutions
de Brakke [Bra78] définies a l'aide de courants, les solutions barrieres (De Giorgi [DG90],
[lmanen [Ilm93b], Bellettini et Novaga [BN00]), des limites singulieres d’équations de
réaction-diffusion (De Mottoni et Schatzman [DMS95], Bronsard et Kohn [BK91]), des so-
lutions de viscosité géométriques se rapprochant un peu de celle que nous utilisons (Barles
et Souganidis [BS98]), etc. Pour des liens entre ces différentes notions de solutions, voir
Evans, Soner et Souganidis [ESS92|, Ilmanen [[lm93a, [lm94] et Evans et Spruck [ES95]
et [BNOO.

2.1. L’approche par lignes de niveaux. Supposons pour le moment qu’on puisse
définir une évolution classique pour (2.1) (les ensembles en jeu sont au moins C?, évoluent
de fagon C"! et satisfont (2.1)). L’approche par lignes de niveaux consiste & introduire une
fonction auxiliaire u : RN x [0, +00) — R telle que, pour tout ¢ > 0,

(2.2) u(-,t) =0sur Ty, w(-,t)>0dans Q et u(-,t) <0 dans Q.

Supposons de plus que u est elle-méme réguliere dans un voisinage de U;>oI'y x {t}. Comme
elle est constante sur I'; et positive dans Q; (“l'intérieur”), on obtient la relation

Du(x,t)

(2.3) wo,(r) = —m

pour tous t > 0,z € I';.
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Comme 1’évolution est C!, un simple calcul donne également

%([E,t) —

En injectant (2.3) et (2.4) dans I’équation d’évolution (2.1), on obtient alors 'EDP en u,
appelée équation géométrique de mouvement,

(2.5) %(x,t) —h (x,t, —%, - (%) qu( ) > 0}) \Du(,1)]

posée pour tous t > 0 et x € I';. Si 'on arrive a trouver une solution suffisamment
réguliere de cette équation, on retrouve I’évolution ({2, Q. ['y)i>0 en regardant les lignes
de niveaux de u(-,t). En général, c’est sans espoir car, d'une part, les évolutions considérées
développent des singularités en temps fini et, d’autre part, ’équation (2.5) est fortement
non-linéaire, singuliere et non-locale.

(2.4) Vo, (x)

Cependant, cette idée est le point de départ de I'approche par lignes de niveaux, in-
troduite pour des calculs numériques par Osher et Sethian [OS88] (il existe des articles
plus ancients utilisant déja cette idée, Evans et Souganidis [ES84] et Barles [Bar85]) puis
développée de fagon rigoureuse par Evans et Spruck [ES91] et Chen, Giga et Goto [CGGI1].
La littérature sur le sujet est maintenant abondante (voir le livre de Giga [Gig06] pour
une liste de références).

Dans [ES91] et [CGGI1], les auteurs posent a priori (2.5) dans tout 'espace RY x [0, T7,

ou Du Du Du 9
) - " - St ) >
(2.6) 5 h (a:,t, Dul’ ([ + Dul ® \Du\) D u, {u(-,t) > O}) |Du(z,t)]

avec une condition initiale u(z,0) = ug(x) (uo est arbitraire et vérifie (2.2) pour ¢ = 0) et
prouvent (pour certains h, en particuliers locaux) les choses suivantes.

Théoréme 2.1. Sous une certaine hypothése de structure (structure-h) sur h, pour
toute donnée initiale vy € BUC(RY), on a un résultat de comparaison pour (2.6) : si
ul (respectivement u*) est une sous-solution (respectivement sur-solution) de viscosité de
(2.6) telle que u'(-,0) < ug < u?(+,0), alors u' < u? dans RY x [0, 4+00). En conséquence,
il existe une unique solution de viscosité u € BUC(RY x [0,T]) de (2.6).

Théoreme 2.2. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, les ensembles

(2.7) Tyo={u(-,t) =0}, Q= {u(,t) >0}, Q:={u(,t)<0}
ne dépendent que de h et de
(28) Iy = {UO = O}, Qo = {UO > O}, Qo = {UO < O}

Les relations (2.7) permettent donc de définir Uévolution généralisée (Q, Qp, T)io de
(Q0, 0, Tg) avec vitesse normale V = h.

Faisons quelques commentaires sur ces théoremes. Ils Nous ne donnons volontairement
pas ’hypothese (structure-h) qui peut prendre diverses formes (tres techniques) suivant
la loi d’évolution h en jeu. Citons quelques exemples. Dans le cas de (1.2), il suffit que ¢
soit continu et lipschitzien en espace. Dans [ES91], h = —div 7 g, est la courbure moyenne
et (2.6) s’écrit alors comme (1.3); [CGGI1] traite le cas de mouvements plus généraux
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(courbure anisotropique avec termes du premier ordre) ; [IS95] permet la prise en compte
de mouvements par courbure gaussienne ; dans [4], nous donnons des hypotheses sur h pour
étre capable de traiter des évolutions de graphes de solutions d’équations quasilinéaires
paraboliques (voir § 2.2 et aussi [12] ou 'hypotheése (structure-h) est discutée). Pour des
cas non-locaux monotones, nous renvoyons a [Sle03, Kim03, DLKS04, Sro].

Néanmoins, précisons qu'une hypothese fondamentale sur h est la suivante. Si X, Y €
Sy sont des matrices symétriques (munies de l'ordre usuel) et A, B C RY sont de en-
sembles, on doit avoir, pour tous t € [0, +o0), z,p € RY avec |p| = 1,

X<YetACB = h(z,t,p, X, A) <h(z,t,p, Y., B),

p
ou “,1” désigne la restriction a I’hyperplan orthogonal a p. La monotonie par rapport
a la matrice de courbure permet d’obtenir une équation (2.6) parabolique (ce qui est le
minimum pour espérer obtenir le principe de comparaison du Théoreme 2.1) et la mo-
notonie par rapport au terme ensembliste correspond aux cas de mouvements monotones
décrits dans 'introduction (voir 1.13).

Pour résoudre (2.6), on utilise les solutions de viscosité qui sont bien adaptées a ce type
d’EDP fortement non-linéaires et singulieres. Concernant le Théoreme 2.2, on remarque
qu’on peut prendre un triplet (QO,QO,FO) avec tres peu de régularité. Il suffit en fait
de choisir deux ouverts 2,y et un fermé Ty tels que Qo U To U Qy = RY. 11 est en
effet toujours possible de trouver une fonction uy € BUC(RY), et méme lipschitzienne,
satisfaisant (2.8) (il suffit de prendre une troncature de la distance signée a I'y). On a
ainsi une évolution généralisée pour tout temps d’ensembles non-réguliers qui coincide
avec 1’évolution classique quand tout est lisse.

Cette notion prend donc en compte 'apparition de singularités et les changements to-
pologiques du front (voir Figure 1 pour I’évolution d’une “haltere” par courbure moyenne
dans R3). Le désavantage d'une telle approche réside principalement dans le fait que 'y

— O0—=

— O O —

Fic. 1

est seulement une ligne de niveau d'une fonction uniformément continue et, de ce fait,
n’a aucune régularité. En particulier, il peut arriver que le front s’épaississe. Les exemples
les plus connus sont ceux de I’évolution par courbure moyenne du “huit” (voir Evans et
Spruck [ES91] et Figure 2) et de deux courbes gaussiennes asymptotes a 'infini (Ilma-
nen [[lm92] et Figure 3). Ces phénomenes sont a mettre sur le compte de problemes de
non-unicité ou d’instabilité du mouvement.

La preuve du Théoreme 2.2 repose sur le caractere géométrique de 1'équation (voir
Barles, Soner et Souganidis [BSS93| pour une discussion) qui peut étre expliqué par le
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<) — oo

Fic. 2

I
ﬁ/ﬂ—»o

Fic. 3

fait que I’équation est invariante par tout changement de variable du type u — ¢(u) ou
¢ est strictement croissante et vérifie p(0) = 0.

A la suite de la remarque précédente, signalons pour finir que, pour étre completement
rigoureux, la bonne équation a considérer dans le cas non-local est (2.6) en remplagant
le terme non-local {u(-,t) > 0} par {u(-,t) > u(x,t)} (cf. Slepcev [Sle03]). C’est cette
équation qui a les bonnes propriétés de stabilité. Nous renvoyons a [Sle03, DLKS04, Sro]
et [13] (cas ¢y > 0) pour les détails.

2.2. Résultats d’unicité pour I’équation de courbure moyenne des graphes.
Dans cette partie, je vais rappeler brievement certains des résultats de [3, 4, 5, 6] obtenus
dans ma these en collaboration avec Guy Barles, Samuel Biton et Marianne Bourgoing. Ils
permettent d’introduire et de motiver les résultats des deux articles [7, 12] qui suivent sur
le méme sujet et qui ont été écrits avec Samuel Biton, Pierre Cardaliaguet et Emmanuel
Chasseigne.

2.2.1. Position du probléme et travaux effectués dans la thése. Le point de départ de ces
travaux est le théoreme suivant.

Théoréme 2.3. (Ecker et Huisken [EH89, EHOI1]) Pour toute donnée initiale vy : RY —
R localement lipschitzienne, I’équation de courbure moyenne des graphes (1.4) admet au
moins une solution v € C®(RY x (0,00)) N C(RY x [0, 00)).

Cet théoréme est surprenant car une fonction localement lipschitzienne dans RY peut
avoir une croissance arbitraire. QQuand on pense a 1’équation de la chaleur par exemple, il
est bien connu ([Joh91] par exemple) que pour avoir existence et unicité, on doit choisir
des données initiales satisfaisant des conditions de croissances. La question, posée par



EVOLUTION DE FRONTS ET EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI 25

Angenent [Ang94|, & laquelle nous avons essayé de répondre, est celle de I'unicité de la
solution de Ecker et Huisken ; plus généralement, quelles sont les conditions de structure
sur ’'EDP qui permettent d’obtenir de tels résultats?

Ces questions sont d’ordre théorique et ont pour but d’avancer dans la compréhension
des EDP quasilinéaires paraboliques dégénérées du type

(2.9) % = Trace (b(Dv)D*v) dans RY x (0, +00),

ol b est continu de RY dans Sy, 'ensemble des matrices symétriques positives (remarquer
que Iéquation n’est pas nécessairement uniformément parabolique). Il existe peu de tra-
vaux sur le sujet. La théorie “classique” des solutions de viscosité (cf. [CIL92, GGIS91])
couvre le cas des solutions uniformément continues (et donc & croissance au plus linéaire).
En ce qui concerne I'existence, & ma connaissance, le seul travail généralisant [EH89, EHI1|
est celui de Chou et Kwong [CKO1]; les auteurs donnent de nombreuses conditions de
structure pour que (2.9) admette au moins une solution réguliere sans condition de crois-
sance.

A partir de maintenant, pour la clarté de 'exposé, je me restreints au cas particulier
de notre équation modele (1.4).

Concernant 1'unicité, pratiquement rien n’était connu. On peut aborder le probleme de
maniere analytique. C’est ce que nous avons fait dans [5] ot nous avons démontré 1'unicité
en dimension 1 (évolution des graphes par courbure moyenne dans le plan) sans aucune
restriction de croissance (signalons quand méme que [CKO1] contient également 1'unicité
pour (1.4) en dimension 1; les méthodes utilisées et la classe d’équations a laquelle elles
s’appliquent sont différentes des notres).

En dimension N, nous avons obtenu des résultats en imposant des restrictions de crois-
sance de type polynomial sur les solutions (voir [6]). L’approche analytique utilisée repose
sur des techniques sophistiquées de preuves du principe de comparison pour les solutions
de viscosité.

C’est dans [4], que nous avons introduit I’approche & mon sens la plus prometteuse, qui
utilise de maniere fondamentale le caractere géométrique de ’EDP. Elle consiste a “voir”
le graphe d’une solution de (1.4) comme 1’évolution généralisée par courbure moyenne
(donnée par 'approche par lignes de niveau décrite dans le § 2.1) d’une hypersurface de
RYN*! gouvernée par (1.3) (posée dans RV +1 x (0, +00)). Outre des bornes L* locales pour
les solutions, ceci nous a permis de reformuler le probleme d’unicité comme un probleme de
non-épaississement des évolutions généralisées de graphes par courbure moyenne. Citons
une version particuliere de ce résultat qui nous sera utile pour la suite.

Théoréme 2.4. [4, Sections 8-9] (Structure du front et reformulation du probléme d’uni-
cité). Soit vy € C(RYN) et Ty I'évolution généralisée (au sens du Théoréme 2.2) de Ty :=
Graph(vg) dans RNTL. Alors
(1) Pour toute solution v de (1.4), on a Graph(v(-,t)) C T'y pour tout t > 0;
(2) Les bords supérieur et inférieurs de I'y sont des graphes de fonctions définies, pour
tous (z,t) € R™ x [0,4+00), respectivement par
vi(z,t) =sup{y e R: (z,y) €y} et v (z,t)=inf{y eR: (z,y) € T}
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Ces fonctions sont C*®(RY x (0,00))NC(RY x [0,00)), vT est la solution mazimale
de (1.4) et v~ la solution minimale;

(3) L’équation (1.4) admet une unique solution si et seulement si I'y est d’intérieur
vide pour tout t > 0.

Le théoreme est illustré par la Figure 4. Bien str, la reformulation de la question

Graph(v(-,t))

K K Graph(v™(-, 1))
Iy = Graph(vy) —
/’\/} Ft
L —Graph(v (1)
RY RY

Fic. 4

d’unicité pour (1.4) peut sembler artificielle. En toute généralité, nous ne savons toujours
pas si un graphe peut ou non développer un intérieur. Néanmoins, cette approche a produit
des résultats nouveaux : un corollaire [4, Theorem 10.2] donne 'unicité d’une solution
de (1.4) pour toute donnée initiale convexe (et cette solution est elle-méme convexe en
espace). La puissance de cette approche se comprend bien quand on essaie prouver le
méme résultat de maniere analytique (comme nous l'avions fait de maniere laborieuse

dans [3]).

2.2.2. Description du cas “conveze a [infini”. Dans [12], nous étendons ces résultats a
des données initiales plus générales que les fonctions convexes. Nous commencons par
démontrer une condition suffisante pour qu'une hypersurface ne développe pas d’intérieur.

Théoréme 2.5. [12, Theorem 3.1] Soit (T'g, Q, Qo) un triplet d’ensembles de RN*! ad-

missible pour l’approche par lignes de niveaux avec Iy d’intérieur vide. Supposons qu’il

existe une famille (A:)e=o de dilatations affines (les composées de translations, rotations

et homothéties) de RNTY et une suite de nombres réels strictement positifs (n.). tels que
A.— 1 et écart(ly, A.(Ty)) > n. > 0.

e—0

Alors le front Y [y x {t} a un intérieur vide dans RN+ x [0, +-00).

(I désigne la matrice identité de RNT! et I'écart entre deux ensembles A et B est défini par
inf,eapep|a —b]). Le théoreme ci-dessus est énoncé volontairement avec des ensembles de
RN+ car nous allons appliquer a des graphes de fonctions de RY dans R. La preuve du
théoreme repose sur deux propriétés du mouvement par courbure moyenne. La premiere
consiste en des propriétés de commutation de I’évolution généralisée avec les transforma-
tions affines considérées. La deuxiéme est un principe d’écartement (“avoidance princi-
ple”) qui est un raffinement du principe d’inclusion (1.13) : non seulement deux ensembles
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ordonnés le restent au cours de I’évolution, mais en plus la distance entre les fronts aug-
mente. Ces propriétés n’étant pas spécifiques au mouvement par courbure moyenne, le
résultat énoncé dans [12, Theorem 3.1] est plus général et s’applique par exemple au
mouvement par courbure gaussienne. Signalons enfin que ce résultat est proche de ceux
de [Son93, BSS93] (cas de la courbure moyenne) mais leurs hypotheses ne conviennent
pas aux ensembles non-bornés (des hypersurfaces) auxquels nous voulons 'appliquer.

Il est tres simple de voir que le graphe d’une fonction convexe satisfait aux hypotheses
du Théoreme 2.5 (il suffit de considérer des homothéties dont le centre est un point de
I'intérieur de I’épigraphe). C’est aussi le cas des fonctions convexes a l'infini (on perturbe
de facon continue une fonction convexe sur un sous-ensemble compact de RY) :

Théoréme 2.6. [12, Theorem 3.1] Si vy est une fonction conveze a linfini alors (1.4) a
une unique solution.

La solution aura bien sur la régularité donnée par le Théoreme 2.3. Ce résultat peut
apparaitre comme une variation minime du cas convexe. Néanmoins, le mouvement par
courbure moyenne, bien que local, a une vitesse de propagation infinie et est tres instable ;
une petite perturbation influe sur toute la solution instantanément, comme dans le cas de
I’équation de la chaleur par exemple. Il n’est donc pas aisé d’obtenir de tels résultats. En
particulier, nous n’avons pas pu démontrer que la solution obtenue est elle-méme convexe
a l'infini. Une notion proche de la convexité a I'infini a été utilisée dans un contexte de
courbure gaussienne (pour un modele d’érosion de galets) par Ishii et Mikami [IM04b].

2.2.3. Le cas radial. Le principal résultat de [7] est le suivant suivant.

Théoréme 2.7. 7, Theorem 1.1] Si vy € C(RY) est radiale alors il existe une unique
solution u € C®°(RY x (0,00)) N C(RY x [0,00)) de (1.4) et cette solution est elle-méme
radiale en espace.

Ce résultat nous parait important car c’est le premier résultat d’unicité pour (1.4) en
dimension quelconque avec des solutions qui peuvent osciller arbitrairement a I'infini. En
effet, les résultats précédents (cas convexe et convexe a l'infini) suggerent que, plus que la
croissance arbitraire, ce sont les oscillations qui sont une obstruction sérieuses aux preuves
d’unicité en dimension plus grande que 2.

La preuve combine ’approche géométrique, des idées de la preuve du cas de la dimension
N = 1 et des techniques d’EDP classiques. L’approche géométrique nous donne deux
solutions extremales au probleme : ¢*(|z|,t) := u®(z,t) qui vérifient I’équation radiale
de courbure moyenne pour les graphes

op _ or
ot 14 2

+ (N — 1)% dans [0, +00) x (0, +00).

(2.10)

En intégrant 1’équation ci-dessus, nous prouvons alors l'estimation intégrale suivante :
pour tout 79 > 1 et 7' > 0, il existe une constante C(7") > 0 telle que

[ e mnir <o),

0]
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Cette estimation donne dans un sens une borne sur le volume du front. La fin de la
démonstration consiste a montrer que r — (1t — ¢ 7)(r, ) est croissant (car I'estimation
intégrale entraine alors pt = ¢7).

Le travail le plus long est de construire, par des techniques classiques d’EDP, deux
solutions 9+ de (2.10) a gradient extrémaux, c’est-a-dire vérifiant

y— ,+
o7 < <

pour toute solution ¢ de (2.10). Nous prouvons ensuite que ces solutions correspondent
en fait avec les solutions extrémales, 9% = ¢, ce qui termine la preuve.

2.2.4. Commentaires et perspectives. Nous pouvons espérer prouver 'unicité dans d’autres
cas que ceux exposés ci-dessus, par exemple pour des données initiales vy dont la courbure
moyenne est positive (cette propriété est conservée au cours de 1’évolution). Mais, méme
si cela nous semble encore hors de portée, le plus intéressant serait de répondre a la ques-
tion d’unicité en toute généralité. Une piste possible (pour le moment infructueuse) est
d’utiliser des formules de représentation stochastiques pour les solutions de (1.3) établies
par Buckdahn, Cardaliaguet et Quincampoix [BCQO01] et Soner et Touzi [ST02, ST03].

2.3. Equation de Hamilton-Jacobi non-locales non-monotones apparaissant en
dynamique des dislocations et pour un modele de FitzHugh-Nagumo. Dans
cette partie, nous allons décrire les résultats obtenus pour des équations eikonales non-
locales et non-monotones (au sens décrit dans I'introduction). Ces résultats ont été obtenus
dans [8, 13, 16, 17] (voir aussi [14]) en collaboration avec Guy Barles, Pierre Cardaliaguet,
Aurélien Monteillet et Régis Monneau. Nous ne les décrirons pas dans toute leur généralité
ni un par un. Nous présenterons les résultats les plus significatifs obtenus pour nos deux
problemes modeles, les dislocations et le systeme de FitzHugh-Nagumo, de la fagon la
plus unifiée possible.

Rappelons 1’équation présentée dans l'introduction qui englobe ces deux cas :

(2.11) 5 (1) = [Lpza] (@ O] Dule, 6)] - dans RY x [0, T,
u(+, 0) = ug dans RY,

ou c[-] est de la forme (1.6) et ug est une donnée initiale que nous prendrons lipschitzienne
(comme rappelé dans le § 2.1, dans 'approche par lignes de niveaux, on peut toujours
choisir la donnée initiale lipschitzienne). Avant d’exposer les résultats (notion de solution,
existence, unicité), présentons les dislocations et le systeme de FitzHugh-Nagumo.

2.3.1. La dynamique des dislocations. Les dislocations sont des défauts d’ordre micro-
scopique qui apparaissent dans les cristaux et qui permettent d’expliquer leur propriétés
plastiques macroscopiques (pour la physique, voir les livres de Nabarro [Nab69] et Hirth
et Lothe [HL92], ou Lardner [Lar74] pour une présentation mathématique). Dans nos
travaux, nous étudions un modele particulier dit & Rodney, Le Bouar et Finel [RLBF03].

Une ligne de dislocation est une ligne de défaut qui se meut dans R?. Comme elle évolue
préferentiellement dans des plans cristallographiques, on considére que le mouvement est
planaire; en conséquence le front est de co-dimension 1 et on peut utiliser I’approche
par lignes de niveau. De plus, nous travaillons avec des courbes fermées pour éviter des
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problemes de bord. La dynamique est donnée par une vitesse normale proportionnelle a la
force de Peach-Koehler. Cette force a deux contributions : la premiere est une force propre
de la dislocation créee par le champ électrique qu’elle génere (c’est cette force qui induit
le terme non-local) ; la seconde est une force extérieure locale provenant par exemple des
contraintes exercées sur le matériau. En résumé, la vitesse est donnée par (1.7) et nous en
déduisons I'équation (2.11) (a priori dans R? x [0, T] mais nous nous plagons en dimension
N).

Les dislocations sont étudiées en physique des matériaux, autant du point-de-vue théori-
que qu’expérimental. L’étude mathématique de la dynamique des dislocations a été entre-
prise par Régis Monneau et ses collaborateurs (voir entre autres [AHLBM04, AHLBMOG,
ACMO05, ACMR06, CDLFMO07], etc.). Ici nous nous cherchons plus particulierement a
définir des solutions (faibles) globales en temps pour lesquelles nous sommes capables de
prouver des résultats d’unicité. Le premier travail dans cette direction est du a Alvarez,
Hoch, Le Bouar et Monneau [AHLBMOG6] ot est obtenu un résultat d’existence et d’uni-
cité en temps court (jusqu’a l'apparition de singularités). Le premier résultat d’unicité
(pour des solutions de viscosité discontinues) a été démontré par Alvarez, Cardaliaguet
et Monneau [ACMO5] pour des vitesses positives (les lignes de dislocations “croissent”)
assez régulicres (C1!) en démarrant de dislocations initiales ayant une propriété de boule
intérieure. Dans [8], avec Guy Barles, nous proposons une démonstration différente et plus
simple de ce résultat ; les techniques d’EDP que nous développons (bornes inférieures de
gradient sur le front, semiconvexité des solutions et estimations L' des lignes de niveaux)
nous ont permis de d’aboutir aux résultats de [13, 16]. Enfin, mentionnons le travail de

Cardaliaguet et Marchi [CMO06] pour des dislocations avec conditions de Neumann au
bord.

Nous avons utilisé diverses hypotheses sur ¢q et ¢; qui ont été affaiblies au cours de nos
différents travaux. Commencons par les hypothese de bases :

(dislo-1) ¢y, c; € C(RN x [0,T1]) et il existe des constantes ¢, C' > 0 telles que, pour tous
v,y € RN, t€10,T),
leo(x, )| + |1 (z, t)| < €,
|C()(I,t) - Co(y,t)‘ + |01(I,t) - Cl(y7t)‘ < C(|‘T - y‘
De plus ¢y € C([0, T, L*(RY)).
Notons que cette hypothese entraine que la vitesse est bornée :
L gu 0] (@,t) = / co(x — y)qu(pz0y(y)dy + c1(x,t) < sup [co(- )@y + ¢
RN 0<t<T

Ces hypotheses sont un peu plus générales que celles données par la physique (en réalité ¢
ne dépend pas du temps et N = 2). Enfin, rappelons que ¢q change de signe (voir (1.15)).

2.3.2. Un systéeme apparaissant dans un modele de FitzHugh-Nagumo. Nous nous intéres-
sons au systeme

u; = a(v)|Dul dans RY
(2.12) v — Av = gT(v) L0y + 97 (0)(1 — L) dans RY
u(+,0) = ug, v(-,0) = vy dans RY.

(0,T),
(0,T),

X
X



30 O.LEY

Ce systeme correspond a un front I'y = {u(-,¢) = 0} évoluant avec une vitesse normale
a(v), la fonction v étant elle-méme solution d’une équation de réaction-diffusion différente
suivant les régions séparées par I';.

Ce probléme est obtenu comme une asymptotique (quand ¢ — 0) du systeme de type
FitzHugh-Nagumo suivant

€ e __ 1 £ € N
(2.13) { u; — eAut = gf(u ,v°) dans RY x (0,7,
vf — Av® = g(uf,v°) dans RN x (0,7,
ol
{f(u,v) =u(l—u)(lu—a)—v (0<a<l),
g9(u,v) = u—yv (v >0).
Les fonctions «, g* et g~ apparaissant dans (2.12) sont lipschitziennes sur R et dépendent

des fonctions f et g. De plus g~ et ¢g* sont bornées et satisfont g= < ¢g* dans R. Les
données initiales ug et vy sont lipschitziennes et vy est bornée et C!.

Sans entrer dans les détails, mentionnons que ces équations modélisent la propagation
d’ondes progressives dans des milieux comme le tissu cardiaque ou les fibres nerveuses.

Il existe énormément de travaux en biologie, chimie, physique et mathématiques sur ce
sujet, voir [Fit61, NAY60, Fif88, TF80, Has75, Che9l].

La problématique est les méme que pour les dislocations. Nous cherchons a construire
des solutions globales en temps et a prouver leur unicité. Giga, Goto et Ishii [GGI92] ont
prouvé l'existence de solutions faibles de ce probleme. Soravia et Souganidis [SS96] ont
établi rigoureusement la convergence de (2.13) vers le probleme limite (2.12) et obtenu
les propriétés de a, g7 and ¢~ . En particulier, ils ont trouvé des conditions sous lequelles
a > 0. Jusqu’a présent, le probleme de 'unicité était completement ouvert. Notre principal
résultat ([16, Theorem 4.1]) est la preuve de 'unicité pour (2.12) lorsque o > 0.

Pour simplifier 'exposé, nous nous placerons dans le cas g* =1, g~ =0 et vg = 0 (voir
[16] pour le cadre général). Récapitulons le probleme modele et ’hypothese utilisée ici :
nous considérons (2.11) avec une vitesse donnée par (1.12), ou v est solution de (1.10) et
donc peut s’écrire sous la forme (1.11). On en déduit facilement les résultats suivants

Lemme 2.8. [16, Lemma 4.2] (Propriétés de v) Pour tout x € L®(RN x [0,T];[0,1]), la
solution v de

(2.14) % —Av=yx dans RY x (0,7), w(z,0)=0,

est continue, v(-,t) est CY* (B < 1) et, pour tout x € RN, 0 < s <t <T,
lo(z, )| <t, |Dv(z,t)| < AnVt et |v(z,t) —v(z,s)] < yvvsvVE— s+ (t—s),
ou YN est une constante ne dépendant que de la dimension.

Nous supposerons par la suite
(FN-1) o : R — R est lipschitzien.

Du Lemme 2.8 et de (FN-1), nous obtenons des propriétés sur la vitesse c[x]| = a(v).
En particulier, celle-ci est bornée (car v est bornée sur [0, 7] indépendamment de x).
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Mais les deux caractéristiques principales du probleme de FitzHugh-Nagumo sont, d’une
part, la non-monotonie de 1’équation (2.11) car aucune condition de monotonie n’est
imposée sur « et, d’autre part, méme si « est tres régulier (par exemple C'*), la régularité
de la vitesse en espace est limitée par celle de v qui est au mieux C'* pour tout 3 < 1
(d’apres les résultats de régularité pour I’équation de la chaleur non-homogene avec se-
cond membre L°°). Ce dernier point est une difficulté de taille qui nous empéche d’utiliser
les techniques de [13] qui nécessitent une vitesse au moins C'! pour espérer obtenir des
propriétés de boule intérieures pour le front (voir la discussion correspondante dans le
§ 2.3.7).

2.3.3. Définition de solutions faibles. Dans [13] et [17], nous introduisons une nouvelle
notion de solutions pour ce genre d’équations :

Définition 2.9. [13, 17] Une fonction continue u : RY x [0, 7] — R est une solution faible
de (2.11) s’il existe y € L=(RY x [0,T7;[0,1]) tel que

(1) u est une solution de viscosité au sens L' de

W a,1) = (e, O Dula, 1) dans BRY x [0.7),

u(+,0) = ug dans RV,

(2.15)

(2) Pour presque tout ¢ € [0, T,
Lgue >0y < x(+,1) < Mgy >0y presque partout dans RV,

De plus, nous dirons que la solution u de (2.11) est classique si, de plus, pour presque
tout ¢ € [0, 77,

(2.16) ﬂ{u(-,t)>0} = ﬂ{u(.7t)20} presque partout dans RN.

La principale difficulté pour définir des solutions de ces équations géométriques est
I'épaississement éventuel du front (cf. § 2.1). Dans ce cas, 'ensemble {u(-,t) = 0} est de
mesure non nulle et ¢ — ¢[Ig(.1>03] n'est pas continu de [0, 7] dans L'(RY). Lorque le
front ne s’épaissit pas, le choix de x dans la définition est unique,

X(5 1) = Lpug >0y = Lju(>03-

Cette définition a surtout un intérét pour des équations qui sont bien posées lorsque la
dépendance non-locale est “gelée”, c’est-a-dire celles pour lesquelles nous savons résoudre
(2.15) au sens des solutions de viscosité d’équations avec dépendance L' en temps. En
effet, dans les équations qui nous intéressent (en particulier les dislocations), la convolution
régularise la vitesse en espace mais pas en temps (voir (1.8)) et (z,t) — c[x](x,t) est
seulement mesurable en temps. Il existe une extension, due a Ishii [Ish85], de la théorie
des solutions de viscosité dans ce cadre somme toute assez naturel dans les applications
(mentionnons quand méme que lorsque les discontinuités sont spatiales, le probleme est
autrement plus délicat!). Nous ne donnerons pas de détails ici et renvoyons le lecteur
au travail de Ishii mentionné ci-dessus ainsi qu’a Nunziante [Nun90, Nun92|, Bourgoing
[Bou08a, Bou08b] et a [13, Appendix A] ou les résultats dont nous avons besoin sont
rappelés.
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Cette notion de solution est tres faible; il n’y a pas unicité en général (cf. § 2.3.6)
mais elle nous permet d’obtenir des résultats d’existence assez généraux qui produisent
un objet avec lequel travailler pour montrer, essentiellement lorsque la vitesse est positive,
que les solutions sont en fait classiques et aboutir a de I'unicité (voir § 2.3.7). Avant de
présenter ces résultats, rappelons des propriétés de I’équation eikonale et en particulier
une borne inférieure de gradient qui sera fondamentale dans la suite.

2.3.4. Rappel sur l’équation eikonale et borne inférieure de gradient. Considérons I'équa-
tion eikonale (1.2) assortie d’une condition initiale ug et des hypotheses classiques (dans
le cadre des solutions de viscosité) pour la vitesse :

(eikonale) ¢ € C'(RY x [0,T]) et il existe des constantes ¢, C' > 0 telles que, pour tous
z,y € RNt €[0,T),

0 <c(z,t) <7,
lc(a,t) — c(y, 1) < Clz —yl.
Supposons de plus que

(borne-inf) (Borne inférieure de gradient sur le front) ug : R — R est lipschitzienne et
il existe 1y > 0 telle que

(2.17) —|uo| — |Dug| +mo <0 dans RY au sens de viscosité.

Cette derniere hypothese est commentée apres le théoreme qui suit. La premiere partie
de ce théoreme est classique (elle est établie dans Crandall et Lions [CL83] et Ishii [Ish84])
et la deuxieme est I'un des résultats principaux de ma these (de plus ce résultat reste
valable pour 1'équation eikonale avec une vitesse mesurable en temps).

Théoréme 2.10. [1]

(1) (Régularité lipschitzienne) Sous I’hypothése (eikonale), [’équation (1.2) a une
unique solution de viscosité u. Si ug est lipschitzienne, alors w est également lip-
schitzienne avec les estimations suivantes : pour tous x € RN, t € [0,T],

|Du(z, t)| < 7| Dug|os , lug(z, )] < 27| Dug|os -

(ii) (Préservation de la borne inférieure de gradient) Supposons que (eikonale) et
(borne-inf) sont vérifiées. Alors il existe n = n(T,C,¢,ny) > 0 tel que

(2.18)  —|u(z,t)| — |Du(z,t)| + 1 < 0 dans RY x [0,T] au sens de viscosilé.

Dans le contexte de l'approche par lignes de niveaux, les conditions (2.17) et (2.18)
impliquent une borne inférieure de gradient sur le front I';. En effet, imaginons que
les fonctions soient lisses. Pour un point = du front, u(z,t) = 0, donc (2.18) entraine
|Du(z,t)] > n > 0 et on en déduit en particulier, par le théoréeme des fonctions impli-
cites, que le front est une hypersurface lisse. Comme les fonctions ne sont pas lisses en
général, les bornes de gradient sont traduites par des propriétés de sous-solutions. On peut
également exprimer ces conditions a 'aide des sur-différentiels (voir [1] pour des détails).
Dans ce cadre non régulier, la régularité du front que ’on obtient est moins évidente et as-
sez faible. Mais cela implique quand méme que le front est de mesure nulle ce qui empéche
son épaississement. De plus, puisque u et ug sont lipschitziennes, la borne inférieure de
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gradient est vérifié au sens classique presque partout. Cela ouvre la voie a 'obtention
d’estimations intégrales pour les ensembles de niveaux {—0 < wu(-,t) < ¢} (avec § > 0
petit) qui seront cruciales.

A ce niveau, faisons une remarque fondamentale. Comme la vitesse est bornée (cf.§2.3.1
et 2.3.2), disons par une constante V', nous avons une propriété de vitesse finie de propa-
gation qui entraine que, avec les notations (2.8), si

(2.19) LoUQy = {ug >0} C B(0,Ry)
alors
(2.20) LU = {u(-,t) >0} ¢ B(0,Ry+VT) pour tous t > 0.

Dans le cas de fronts compacts, nous pouvons donc nous placer une fois pour toutes dans
une grosse boule B(0, Ry + VT). Grace & la forme particuliere (1.6) de la vitesse dans
nos problemes modeles et aux hypotheses (dislo-1) et (FN-1), on en déduit alors que
la vitesse c[x] satisfait (eikonale) avec des constantes indépendantes de y € L®(RY x
[0,77;[0,1]) & support compact dans B(0, Ry + VT). Nous pouvons donc appliquer la
plupart des résultats valables pour I’équation eikonale classique a nos problemes.

2.3.5. Fuxistence de solutions faibles et solutions classiques. Le principal intérét de la no-
tion de solution introduite ci-dessus est qu’elle permet d’obtenir des solutions a de nom-
breux problemes du type (2.11) ou la vitesse est donnée par (1.6).

Théoréme 2.11. [13, 17] Sous les hypotheses (dislo-1) (cas de dislocations) ou (FN-1)
(cas du systéme de FitzHugh-Nagumo), pour toute donnée initiale ug lipschitzienne satis-
faisant (2.19), I’équation (2.11) admet au moins une solution faible u qui est lipschitzienne

dans RN x [0, T].

Comme expliqué dans l'introduction, nous n’avons pas de principe de comparaison ce
qui ne permet pas de construire des solutions de viscosité de (2.11) par la méthode de Per-
ron classique. Nous devons suivre d’autres stratégies. Dans le cas des dislocations, 1’exis-
tence est prouvée dans [13, Theorem 1.2] par une méthode d’approximation : la vitesse
c[Igu>0y] est régularisée en régularisant la fonction caractéristique par une fonction conti-
nue. L’équation approchée a de bonnes propriétés permettant d’appliquer un théoreme de
point fixe de Schauder, puis d’extraire une suite convergente avec le théoreme d’Ascoli.
Il ne reste qu’a prouver que la limite obtenue est solution de notre probléeme; ceci n’est
pas completement évident car nous ne sommes pas dans le cadre classique des solutions
de viscosité (les coefficients sont seulement mesurables en temps). Il faut faire appel a un
théoreme de stabilité faible établi récemment par Barles [Bar06]. Dans le cas de FitzHugh-
Nagumo, 'existence de solutions faibles différentes des notres est prouvée dans [GGI92].
Dans [17], nous présentons un cadre unifié produisant ’existence de solutions faibles (au
sens de la Définition 2.9) pour le cas des dislocations et du systeme de FitzHugh-Nagumo
mais aussi pour des équations plus générales avec des termes du second-ordre de type
courbure. La preuve repose sur le théoreme du point fixe de Kakutani (voir [AC84]) qui
est déja un des ingrédients principaux de la preuve de [GGI92]. Rappelons pour finir que,
comme remarqué a la fin du § 2.3.4, la vitesse c[x| satisfait (eikonale) avec des constantes
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indépendantes de x et donc nous pouvons utiliser le Théoreme 2.10 (i) et (2.20) dans la
preuve du Théoreme 2.11.

Introduisons des hypotheses supplémentaires sous lesquelles les solutions faibles sont
classiques.

(dislo-2) Pour tous z € RY, ¢ € [0,T], 0 < —|co(, ¢) | 1wy + c1(x, T).
(FN-2) 0 < a.

Ces deux hypotheses entrainent que la vitesse c[x](z,t) est positive, pour tous y €
L®(RYN x [0,7T];]0,1]), € RN et t € [0,T].

Théoréme 2.12. [13, 17] Sous les hypothéses (dislo-1-2) (cas de dislocations) ou (FN-
1-2) (cas du systéme de FitzHugh-Nagumo), pour toute donnée initiale uy lipschitzienne
vérifiant (2.19) et (borne-inf), les solutions faibles de (2.11) sont classiques.

La preuve est immédiate en utilisant la préservation de la borne inférieure de gradient
dans le cas de vitesses positives (Théoreme 2.10) car dans ce cas le front est de mesure
nulle et donc (2.16) est satisfait.

2.3.6. Un contre-exemple a ['unicité en général. I’exemple suivant se trouve dans [13,
Example 3.1] et est inspiré de [BSS93]. Il met a profit la changement de signe dans la
vitesse de I’équation eikonale. On se place en dimension N = 1 et on considere ’équation
(de type (2.11)) suivante

ou

(2.21) a7 = (LxLenzop(2) +a())[DU] - dans R x (0, 2],

U(-,0) =up dans R,

ou nous choisissons ¢ (z,t) := ¢;(t) = 2(t —1)(2 —t) et up(z) = 1 — |z|]. On remarque que
114 = L'Y(A) pour tout ensemble mesurable A C R. D’autre part, le choix ¢y = 1 ne
satisfait pas tout a fait a (dislo-1) mais peut étre modifié en conséquence (sans changer
la construction grace a la vitesse finie de propagation).

On commence par étudier des problemes auxiliaires sur les intervalles de temps [0, 1]
et [1,2] pour s’en servir ensuite pour construire une famille de solutions pour (2.21) sur
[0, 2].

1. Construction d’une solution pour 0 <t < 1. La fonction x;(t) = (t —1)? est solution de
t1(t) = c1(t) + 224 (t) sur (0,1) avec (0) = 1 (on note que &, < 0 dans [0, 1]). Considérons

ou . ou
(2.22) Tl T1(t) B dans R x (0, 1],

u(-,0) =up dans R.
Par le Théoreme 2.10, il existe une unique solution de viscosité continue u de (2.22).
En utilisant la formule de Lax-Oleinik (voir Evans [Eva98] par exemple), on a méme la
formule explicite u(z,t) = ug(|z| — z1(¢t) +1). Do, pour 0 <t <1,

(2.23) {u(-,t) > 0} = (=21(t), 21 (1)) et {ult) = 0} = [—a1(t), 21(1)].
Dans 'étape 3, nous verrons que u est solution de (2.21) sur [0, 1].

2. Construction de solutions pour 1 <t < 2. Pour toute fonction mesurable 0 < ~(¢) < 1,
soit y, l'unique solution de 9,(t) = ci(t) + 2v(t)y,(t) sur (1,2) avec y,(1) = 0. Par
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comparaison, on a 0 < yo(t) < y,(t) < y1(t) pour 1 < ¢ <2, our yp,y; sont les solutions de
I'"équation précédente obtenues en prenant v(¢) = 0 et 1. On note que g, > 0 dans [1, 2].
On considere ensuite

8’&7 - au'y
E = y,y(t) % dans R x (L 2]a

uy(-,1) =u(-,1) dans R,
ou u est la solution de (2.22). A nouveau, ce probleme a une unique solution de viscosité

continue u., qui est nulle si |z| < y,(¢) et u,(x,t) = u(|z| —y,(t), 1) sinon (remarquer que,
comme u(-,1) <0, par le principe du maximum, on obtient u, < 0 dans R x [1, 2]). Il suit

(220) {un() > 0) =0 et {uy() 2 0} = {u (1) = 0} = [—95 8), 1 ()]
3. 1l y a plusieurs solutions faibles a (2.21). Pour 0 < ~(t) < 1, posons
cy(t) = c1(t) + 224 (1), U,(z,t) =u(x,t) si(z,t) € Rx[0,1],
cy(t) = c1(t) + 29ty (), Uy(z,t) = uy(z,t) si(x,t) € R x[1,2].
Alors, d’apres les étapes 1 et 2, U, est I'unique solution de viscosité continue de
ou, ou,

- = (1) o dans R x (0, 2],
U’y(.7 0) = Up danS R

En prenant x,(-,t) = v(t)Lj—y ()4, @) Pour 1 < ¢ < 2, d’apres (2.23) et (2.24), nous
obtenons

L, >0y < XA(51) < Liv,(0)>0y5

(voir Figure 5). Cela implique que toutes les fonctions U, pour 0 < 7(¢) < 1 mesurable,
sont des solutions faibles de (2.21) d’out la non-unicité.

2.3.7. Résultats d’unicité pour les équations de Hamilton-Jacobi non-locales non-mono-
tones. Nous avons obtenu plusieurs résultats d’unicité sous des hypotheses différentes
dans le cas des dislocations. J’ai choisi d’axer la présentation sur le dernier en date (établi
dans [16], voir Théoreme 2.13). C’est celui qui recquiert le moins de régularité sur la vitesse
(elle est seulement lipschitzienne en espace) et qui permet de présenter en parallele le cas
des dislocations et de FitzHugh-Nagumo en faisant ressortir les différences fondamentales
entre les deux problemes. Les techniques de preuve sont expliquées dans le § 2.3.8.

Dans le cas ou la vitesse est peu réguliere, nous avons été obligés de supposer qu’elle
est strictement positive, ce qui se traduit par un renforcement de (dislo-2) et (FN-2) :
(dislo-3) 1l existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tous x € RY, ¢t € [0,7], 0 < ¢ <
—|CO(~, t)‘Ll(RN) + Cl(IL’, t).

(FIN-3) Il existe une constante ¢ > 0 telle que 0 < ¢ < a.

Le résultat est

Théoréme 2.13. [16, Theorems 3.1 et 4.1] Supposons que (dislo-1-3) (cas de disloca-
tions) ou (FN-1-3) (cas du systéme de FitzHugh-Nagumo) sont vérifiées et que la donnée
initiale ug lipschitzienne satisfait (borne-inf), (2.19) et que T := {ug = 0} est C?. Alors,
il existe une unique solution de viscosité (classique) a (2.11).
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Fic. 5

Enongons les résultats précédemment établis pour les dislocations lorsque la vitesse est
plus réguliere, C*! ou méme seulement semiconvexe. Une fonction f : RV — R est dite
semiconvexe s’il existe une constante L > 0 telle que, pour tout z,y € RY,

(2.25) flx+y)+ fle—y) —2f(x) > —Lly*.

La notion de semiconvexité est centrale en solution viscosité car, en général, c’est la
meilleure régularité que I'on puisse espérer pour une solution d’une équation de Hamilton-
Jacobi. Nous n’entrerons pas dans les détails ici et renvoyons le lecteur au livre de Can-
narsa et Sinestrari [CS04] sur la semiconcavité (une fonction est semiconcave si son opposé
est semiconvexe ; enfin une fonction qui est a la fois semiconvexe et semiconcave est C'H1).
Nous avons les résultats suivants :

Théoréme 2.14. (Cas des dislocations) Supposons que (dislo-1) est vérifiée, que ug
satisfait (2.19) et (borne-inf) et que

co(+,t) et ci(+,t) sont semiconvexes uniformément par rapport a t € [0, T].

(1) [ACMO5, Theorem 4.3] et [8, Theorem 4.2] Si (dislo-2) est vérifiée et que ugy est
semiconvexe, alors il existe une unique solution de viscosité (classique) a (2.11).

(2) [13, Theorem 1.3] Si (dislo-3) est vérifiée, alors il existe une unique solution de
viscosité (classique) a (2.11).

2.3.8. Eléments de preuve des théoremes d’unicité. Je donne ici une esquisse de preuve
du Théoreme 2.13; j'indiquerai, au moment opportun, comment obtenir les résultats du
Théoreme 2.14 si la vitesse est plus réguliere. Le but de ce paragraphe est de donner une
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idée de nos techniques, certains arguments ou calculs sont formels. Nous renvoyons aux
articles pour une preuve rigoureuse (voir [16, Proofs of Theorems 3.1 and 4.1}).

Sous les hypotheses du Théoreme 2.13, considérons deux solutions classiques u! et u?
de (2.11) avec la méme condition initiale ug (leur existence est assurée par les Théoremes
2.11 et 2.12).

1. Estimations préliminaires communes. Comme expliqué a la fin du § 2.3.4, les ensembles
{u'(-,t) > 0}, i = 1,2 sont inclus dans une boule B(0, Ry + VT). (V ne dépend que des
constantes du probleme considéré) et les vitesses c[llqyi(.>0}] satisfont (eikonale) avec

des constantes ¢, C' ne dépendant elles-aussi que des constantes du probleme. Ainsi les
conclusions du Théoreme 2.10 s’appliquent-elles aux u'. En particulier, pour § > 0 assez
petit, on a la borne inférieure de gradient

(2.26) |Du'| > g pour presque tout (x,t) tel que z € {—0 < u'(-,t) < 6}.
Pour 0 < 7 < T, on définit
6, = sup |u' —u?.
RN x[0,7]
Comme dy = 0 et que les u’ sont continues, on peut prendre 7 > 0 assez petit de sorte &

ce que 0, < 9.

Comme les u' vérifient (2.11), par un résultat classique de comparaison de solutions
d’équations eikonales avec vitesses différentes (voir [8, Lemma 2.2]), on en déduit

(227) 57- S |DUQ‘0066T/ ’C[]l{ul(~,t)20}] — C[]I{UQ(-7t)20}]('at)’oodt'
0

Le but est maintenant d’estimer 'intégrale par une quantité du type
(2.28) 0,(1)0,

pour conclure a o, = 0 pour 7 assez petit. Par un argument de continuation, on en déduit
alors dr = 0 ce qui termine la preuve. A ce niveau, séparons le cas des dislocations et
celui du modele de FitzHugh-Nagumo ; la différence essentielle entre les deux probleme
vient du noyau de convolution intervenant dans la vitesse. Pour les dislocations, ce noyau
est borné ce qui permet des estimations relativement simples et générales. Pour le modele
de FitzHugh-Nagumo, c’est le noyau de la chaleur qui apparait et ce dernier n’est pas
borné (en temps) ce qui induit une difficulté supplémentaire et nous a forcé a établir des
estimations de périmetres tres fines et spécifiques pour obtenir (2.28).

2. Cas des dislocations. On poursuit le calcul (2.27) en utilisant la forme explicite (1.7)
de la vitesse :

57- S ‘DUO‘OOGCT/ ‘CO('>t)*(]l{u1(-,t)20}_]l{u2(~,t)20})’oodt
0

< E\Duo\ooeaT// (ﬂ{—&.gulgo}+]]-{75-,—§u2§0})d$dt7
0o JRN

en utilisant que cq est borné (voir (dislo-1)) et que

(229) ’H{ulzo} — ]l{u220}’ S H{*(STSU,ISO} + ]l{,a_rgzﬂgo} dans RN X [O,’T].
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A ce niveau, on est ramené a estimer

/0 /RN ﬂ{_éfguzgo}dxdt

Selon les hypotheses, il y a plusieurs manieres de procéder, chacune conduisant a 'un des
résultats cités plus haut. Commencons par un calcul naturel, qui permet de bien com-
prendre pourquoi les ingrédients principaux de la preuve du Théoreme 2.14 sont la borne
inférieure de gradient et des estimations de perimetres des lignes de niveaux. Ensuite,
nous décrirons la méthode utilisée pour prouver le Théoreme 2.13. Par la formule de la
co-aire, en utilisant (2.26), on a

0
/ ﬂ{_ngui(,,t)So}d:E = / / ‘Du‘_ldHN_ldS
RN =87 J{ui(-,t)=s}
20

< == sup Per({u(-,t) = s}).
7 —5-<s<0

Si I'on est capable de produire des bornes de périmetres pour les ensembles niveau
{u(-,t) = s} avec s proche de 0 pour tout t € [0, 7], on peut conclure. C’est ce qui a
été fait dans [ACMO5], ou ces bornes sont la conséquence de la propagation, au cours du
temps, de la propriété de boule intérieure pour le front si la vitesse est C™'. Dans [8],
nous avons suivi une stratégie qui se révele équivalente (la semiconvexité de u(-,t) as-
sociée a la borne de gradient sur le front est équivalente a la propriété de boule intérieure
du front, cf. [8, Lemma A.1]). Mais cette stratégie utilise des estimations L' du volume
LN({=56, < u' < 0}) ([8, Section 3]) qui évitent les estimations de périmetres et que
nous avons pu améliorer pour traiter des vitesses moins régulieres (voir ci-dessous). Enfin,
dans [13], nous prouvons que, si (dislo-3) est satisfaite et la vitesse est semiconvexe, on
a création d’'une boule intérieure pour le front au cours de I’évolution, ce qui permet la
aussi de récupérer les estimations de périmetres suffisantes pour conclure.

Reprenons notre preuve du Théoreme 2.13. Soit ¢ : R — R* une fonction continue telle
que 0;¢" = 1_s, ¢ (il suffit de prendre ¢ nulle sur (—oo, —d,|, valant 1 sur R* et affine
de pente 1/6, sur [—d,,0]). Il suit (voir [16, Proposition 5.5] pour les détails), en utilisant
les hypotheses, la borne inférieure de gradient et I’équation que

// I s <yicopdadt = // 5,0 (u'(z,t))dadt
0 RN 0 RN

T . Ly 1) | Du’
[ [ opte, el 1P gy
0 JRN & n

o [T o o’

= &/0 /Rng(u(x,t)) 5 dxdt
6 [T J

—— @ o(ui(x, 1)) dadt
= et
4

< é (LY’ (1) > =6,:3) = LY ({ug > 0})) -
Le théoreme de convergence dominé de Lebesgue entraine que le majorant est un o,(1)d,
ce qui termine la preuve dans le cas des dislocations.

IN
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3. Cas du modéle de FitzHugh-Nagumo. Dans ce cas, la différence des vitesses dans (2.27)
s’estime par

e[ (z0] = clgucoz0] (5 E)loo = [((v1) = (v2)) (1) |0 < Cl(v1 = v2) (-, 1)

olt v; est la solution de (2.14) avec x = Il i»qy. On poursuit alors le calcul (2.27) en
utilisant la forme explicite de v; donnée par le Lemme 2.8 et (2.29) :

_ T t
(2.30) 6, < |Du0]ooeCT/ / Gz —y,t —s) (Ni_s,<ur<oy + L{_s,<u2<0}) dydsdL.
o Jo Jrw

A ce niveau, on ne peut pas majorer G (ce qui permettrait de poursuivre la preuve
comme dans le cas des dislocations). De plus, la faible régularité de la vitesse (seulement
lipschitzienne en espace) ne nous permet pas d’espérer des propriétés de propagation de
boule intérieure. Il nous a fallu travailler beaucoup plus pour prouver une propagation
de cone intérieur uniforme et prouver que cette propriété de cone uniforme permettant
d’obtenir des estimations de périmetres suffisantes pour conclure.

Nous commencgons par prouver que

\{u'(-,1) = 0}

La somme ci-dessus est ensembliste (voir les notations au § 5). L’inclusion signifie qu’on
peut controler les ensembles de niveau {0, < u’ < 0} en “élargissant” un peu (de 26, /n)
I'ensemble de niveau 0. Ceci n’est bien sir pas vrai en général (si les fonctions sont “trop
plates”) et utilise de fagon essentielle la borne inférieure de gradient.

(=6, <u' <0} C Eyt) = ({ui(.,t) >0} + %%M)

L’étape suivante consiste & montrer que les ensembles {u'(-,¢) > 0} satisfont une pro-
priété de cone intérieur uniforme, c’est-a dire qu’en tout point x du bord d{u'(-,t) > 0},
on peut placer un cone C?? d’ouverture # et de hauteur p dont le sommet est x et
Crb c {u'(-,t) > 0} (voir Figure 6). La preuve de ce résultat s’appuie sur (FN-3)

Fic. 6

(vitesse strictement positive) et le principe du maximum de Pontryagine non-lisse (voir
Clarke [Cla83]) qui entrainent la création d'un cone intérieur uniforme (notons que ce
genre de technique est déja utilisé pour la création de la boule intérieure uniforme dans
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[13]). Comme cette propriété est de plus vérifiée au temps initial (a cause de la régularité
de T'y), on obtient le résultat.

Puis, nous prouvons qu’un ensemble borné ayant la propriété de cone intérieur uniforme
est de périmetre fini :

Théoréme 2.15. [16, Theorem 5.8] Soit K un compact de RY ayant la propriété de
cone intérieur uniforme d’ouverture 0 et de hauteur p. Alors, il existe une constante A
(dépendant de N, p,0) telle que, pour tout R > 0,

(2.31) HYN Y OK NB(0,R)) < ALYN(K N B(0, R+ p/4)).

La preuve de ce résultat n’est pas évidente et utilise des outils élaborés comme le théoreme
de recouvrement de Besicovitch.

Les deux résultats précédents impliquent I'estimation suivante (cf. [16, Lemma 4.4]) :
! - 20,
/ G(x —y,t —s)lgdyds < A —,
0 JRY n

ot A dépend des données du probleme et de A (donné par (2.31)). En reprenant (2.30),
on obtient alors aisément un majorant du type (2.28), ce qui termine la preuve.

2.3.9. Commentaires et perspectives. Les techniques développées pour démontrer la pro-
pagation de la propriété de boule intérieure uniforme ont été utilisées en premier lieu
dans Cannarsa et Frankowska [CFO06] (voir aussi Cannarsa et Cardaliaguet [CCO06]). La
définition de la propriété de boule intérieure uniforme se déduit facilement de celle donnée
plus haut pour les cones intérieurs (sinon nous renvoyons aux article sus-cités ou a [8, Ap-
pendix A]). Une autre approche (fondée sur la préservation de la semiconvexité et la
borne inférieure de gradient), que nous avons exploitée dans [8], utilise les résultats de [1].
La version du principe de Pontryagine (avec une dynamique peu réguliere) dont nous
avons besoin pour les résultats de propagation de boules ou cones intérieurs provient de
Clarke [Cla83]. Nous n’avons pas réussi a nous passer de ces arguments de théorie du
controle et optimisation pour obtenir nos résultats. Il serait intéressant de mieux com-
prendre ces résultats (en particulier, peut-on faire une preuve de type EDP 7). Enfin, nous
renvoyons le lecteur au livre de Evans et Gariepy [EG92] pour la formule de la co-aire et
le théoreme de Besicovitch.

Les travaux présentés dans ce chapitre n’ont pas été écrits en recherchant la plus grande
généralité ; nous avons préféré nous concentrer sur deux problemes modeles qui se révélent
importants pour les applications. Il est possible de les généraliser. La borne inférieure de
gradient, qui est un outil essentiel dans nos preuves, est intimement reliée a ’équation
eikonale et a la vitesse finie de propagation. On ne peut donc pas espérer un tel résultat
pour des équations du second-ordre avec de la courbure (ou la vitesse de propagation est
infinie, voir § 2.2.2). Néanmoins, nous pensons qu’on peut obtenir des résultats dans cette
direction (par exemple, le Théoreme 2.5 peut étre interprété comme une sorte de borne
inférieure). Dans le cadre de ’ANR MICA, nous comptons, avec Guy Barles, soumettre
ce sujet a un post-doctorant.

2.4. Problemes d’évolution de front apparaissant en optimisation de forme.
Dans ce chapitre, je décris les résultats obtenus avec Pierre Cardaliaguet dans [10, 11].
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2.4.1. Les solutions de viscosité géométriques. La notion de solutions géométriques intro-
duite par Cardaliaguet [Car00, Car01] est directement inspirée des solutions de viscosité
pour les EDP de Crandall et Lions et est particulierement bien adaptée aux évolutions
géométriques du type (2.1), en particulier lorsqu’il est difficile d’écrire ’équation géo-
métrique de I'approche par lignes de niveaux. Cette notion de solution a également été
utilisée par Cardaliaguet et Rouy [CR06] pour le probleme de Hele-Shaw (1.23). Des ap-
proches similaires peuvent étre trouvées dans les travaux de Andrews et Feldman [AF02],
Barles, Soner et Souganidis [BSS93, Son93, BS98].

La définition des solutions géométriques consiste a “mimer” celle des solutions de vis-
cosité classiques au niveau ensembliste. En solutions de viscosité, on remplace les dérivées
d’une fonction en un point par celles d’une fonction-test lisse qui “touche” le graphe de
cette fonction en ce point. Dans ce cas géométrique, on remplace la vitesse en un point
ou ’ensemble n’est pas suffisamment régulier par la vitesse d’un ensemble lisse tangent a
I’ensemble considéré en ce point.

Nous aurons besoin des définitions suivantes qui sont illustrées sur la Figure 7 (pour
étre lisibles, les dessins représenteront des tubes de dimension 2).

RN

K, vl ) Ve &

S{ Sx[0,+00) | _t

Fic. 7

— Nous dirons que K est un tube si c’est un sous-ensemble de RY x [0, +00) tel que
KN (RY x [0,7]) est un compact de RV*! pour tout 7 > 0. La tranche ¢ du tube
est définie par K; = {x € RY : (z,t) € K}. Pour toute famille d’ensembles (€;);>0
de RY (uniformément bornés sur [0,7]), on peut naturellement fabriquer un tube
en les empilant en temps; c¢’est bien entendu la raison d’étre de cette définition ou
IC est alors le graphe en espace-temps de la famille (€2;)¢>9. Comme on va utiliser
les tubes pour définir des solutions aux problemes (1.20) et (1.28), nous supposerons
une fois pour toute (pour ne pas avoir a le répéter) que toutes les tranches des tubes
qui interviennent contiennent strictement la source S (définie a la suite de la formule

(1.17)).
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— Le complémentaire K de K est défini par

K= RN x[0,+00))\ K.
— Un tube K est dit de classe C*® (s sera pris égal a 1,2 ou (1,1)) si son bord 9K est
de classe C°.
— Un tube K" est dit régulier (ou semi-continu inférieurement) si la condition suivante
est satisfaite

vVt >0, Vo € Kf, sit, —t,alors dz,, € K} tel que x, — .

Cette condition technique interdit les vitesses d’évolution infinies, voir ci-dessous.
~ Si K est un tube de classe au moins C, sa vitesse normale en (z,t) € OK est définie
par

(2.32) Vi, (2) = ——,

ou vi(x,t) = (Vg 1) est la normale unitaire extérieure a K. Un simple calcul montre
que cette définition est cohérente avec I'évolution classique des ensembles €2;. Un
tube C! est régulier si et seulement si v, # 0 pour tout (z,t) € K. Dans ce cas,
Vi, (z) < o0.

— Un tube K" régulier de classe C? est dit tangent extérieurement & un tube K au point
(x,t) si

KCK' et (x,t)edKNIK".
Il est dit tangent intérieurement si
KDOK' et (x,t)€dNIK".

Sur la Figure 7, le tube régulier K" est tangent intérieurement a K en (¢, x).
Utilisons cette terminologie pour définir des solutions & probleme d’évolution de type (2.1)
que nous écrirons sous la forme

(2.33) Vgt (z) = ha(z, U)W o, (1) == (hi(MWa,(x), DT a,(x)) + Ma(x, Q%)) TWa,(x),

de maniere a pouvoir englober les deux problemes non-locaux (1.20) et (1.28) décrits dans
I'introduction. Pour (1.20), hy = —1 et pour tout ensemble S CC Q CC RN et x € 99,

(2.34) ho(x,Q) = |Dv(z)[* avec v solution de (1.19).
Pour (1.28), hy est défini comme ci-dessus et, pour toute matrice M € Sy et z € RY,
hy(z, M) = —Trace(M).

Dans ce dernier cas, on écrira hy = Hg(x) ou Hq(z) représente la courbure moyenne de 02
au point = (avec la convention que la courbure moyenne est négative pour les ensembles
convexes).

On remarque que la vitesse (2.33) n’est pas définie pour tout ensemble €. Pour calculer
le terme non-local de Hele-Shaw qui apparait dans la vitesse, on doit résoudre (1.19) ce
qui demande que que le bord soit globalement C'!. Pour calculer la courbure moyenne
en un point = du bord, ce dernier doit étre C? au voisinage de z. Si maintenant K est
un tube, pour pouvoir calculer la vitesse (2.33) en un point (x,t) de son bord, il suffit
que ce tube soit régulier de classe C™! et de classe C? au voisinage de (x,t) (cela permet
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de définir (2.32) et, en appliquant le théoreme des fonctions implicites, on obtient que
la tranche ¢ est globalement C™! et localement C?). Enfin, chaque tranche doit contenir
strictement la source. On appelera tubes tests de tels tubes.

Tout ceci permet de donner la définition suivante.

Définition 2.16. [10, Definition 1] Soit  un tube et S CC Qy CC RY un ouvert initial.

(1) Le tube K est une sous-solution du probleme d’évolution (2.33) si K est semi-
continu inférieurement et si, pour tout tube test K" qui est tangent extérieurement
akCen (z,t),ona

Vicr () < ha(z,Kf) sit>0

et ICop CC Q.

(2) Le tube K est une sur-solution du probléme d’évolution (2.33) si K est semi-continu
inférieurement et si, pour tout tube test K" qui est tangent intérieurement a K en
(x,t), on a

V;C:(ZL‘) > hA(I',IC:) sit>0

et Ko CcC RV \ .
(3) Enfin, le tube K est une solution si c’est a la fois une sous- et une sur-solution.

2.4.2. Construction de solutions de viscosité géométriques pour le probleme d’évolution.
Nos résultats principaux sont les suivants

Théoréme 2.17. [10, Theorem 3] (Principe d’inclusion) Soit 0 < A\; < Ay, K' une sous-

solution de (2.33) avec \; et K? une sur-solution de (2.33) avec Ay. Si IC_%) NKE =0,
alors

IC_tlﬂl/C?:(Z) pour tout t > 0.

Ce résultat est le plus important de notre travail [10]. Bien qu’assez intuitif (vu la
monotonie du probleme), sa preuve est longue et difficile. Avant d’en donner un apergu,
énoncons les conséquences du Théoreme 2.17.

Proposition 2.18. [10, Proposition 4] Pour tout S CC Qy CC RY, il existe au moins
une solution du probléme d’évolution (2.33). Plus précisément, il existe une plus grande
solution ICT qui contient toutes les sous-solutions et une plus petite solution K~ qui est
contenue dans toutes les sur-solutions.

La construction de solutions repose sur la méthode Perron, classique en solutions de
viscosité depuis le travail de Ishii [Ish87] (voir Cardaliaguet [Car00] dans le contexte
présent). On ne s’attend pas a de l'unicité en général. L’existence d’une plus grande et
plus petite solution distinctes est a rapprocher du phénomene d’épaississement expliqué
dans le § 2.1 (voir aussi Théoreme 2.4). On a cependant un résultat d’unicité générique,
voir [10, Proposition 5]. On prouve aussi un résultat de stabilité [10, Proposition 6] au
sens des limites d’ensembles de Kuratowski.
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2.4.3. Esquisse de la preuve du principe d’inclusion. La preuve du Théoreme (2.17) est
difficile et technique. J’essaie d’en donner les idées principales sans entrer dans les détails
en m’appuyant sur des dessins.

On raisonne par I'absurde en supposant qu’il existe t* > 0 tel que z* € @ NKZL #0
(voir Figure 8). Le but est de comparer la vitesse de chacun des tubes en (z*,¢*). En effet,

RN

(t,27)

Fic. 8

comme K. C K% et z* € 9K, NOKZ, par monotonie de ’évolution (voir (1.14)), on doit
avoir Vi1, (z*) S Viz, (¢*) ce qui est contradictoire (le tube 1 ne peut pas “rattrapper” le

tube 2 avec une vitesse inférieure). Il est délicat de justifier ce raisonnement car les tubes
ne sont pas nécessairement lisses au point de contact. On ne peut donc pas faire passer

un tube régulier lisse entre les deux (tangent intérieurement a K2 et extérieurement a K!)
de fagon a calculer leur vitesse en (z*,t*).
L’idée, pour surmonter cette difficulté, est de revenir un petit peu en arriere, de maniere

a créer un espace entre K! et K2 pour € > 0 petit, on définit le premier temps ¢, ou les
deux tubes sont a distance ¢ :

t. = inf {t > 0 : min dist((x,t),l/C\Q) < 5}
e}

(voir Figure 8). Maintenant, si on tronque KC! en t. en considérant le nouveau tube K1 :=
KN (RY x [0, t.]), il se trouve que K1 est _toujours une sous-solution de (2.33) avec A;. On
s'est donc ramené au cas de deux tubes K et K2 arbitrairement proches mais a di dlstance
e strictement positive. Dans la suite on supposera que cette distance € entre Kl et K2
est réalisée entre les points (y1, 51) € OK! et (y2,52) € oK (cf. Figure 9). 1l est des lors
possible d’interposer un tube lisse entre les deux qui va servir a calculer leurs vitesses.

Dans cette optique, rappelons le lemme d’interposition d’Ilmanen.
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]RN
[
(52,92)
(5,7)

2
e N

>

K1 "
te
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Lemme 2.19. [llm93b] Soient K| un compact de RN et Ky un fermé de RN qui sont
disjoints. Alors il existe un ensemble fermé X dont le bord est de classe OV tel que

K1 C Z, XN K2 = @ et diSt(Kl, KQ) = diSt(Kl, 82) + dlSt(az, KQ)
Le point important dans ce résultat est bien sur la troisieme égalité qui signifie, qu’a
translation pres, 3 est tangent a K et Ky (pour une illustration, voir Figure 9 avec K :=

Kt et Ky := K?). Aucune régularité n’est imposée sur K; et K, ce qui est surprenant.
D’autre part, la régularité de > est optimale; on le voit en prenant pour K; un carré
et pour Ky le complémentaire d'un carré contenant K; (cf. Figure 10). Ce lemme est

K

Fic. 10

déja un argument fondamental de [Car01, CR06] qui permet de construire des ensembles
tests pour calculer les vitesses de problemes d’évolution. Ici on fait face a deux (jivfﬁcul/tg's
supplémentaires qui ne permettent pas d’appliquer le Lemme 2.19 tel quel avec ! et 2.
Tout d’abord, I’ensemble ¥ obtenu est quelconque, rien ne permet d’affirmer que c¢’est un
tube régulier (il est crucial que la normale en espace de ¥ ne s’annule jamais). D’autre
part, ¥ est de classe C'!, ce qui est la régularité requise pour donner un sens au terme
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de Hele-Shaw (2.34), mais c’est insuffisant pour traiter les termes de courbure moyenne
(on a besoin que ¥ soit C? au voisinage des “points de contact”).

Pour ces deux raisons, nous avons du établir un résultat qui, d'une part, adapte l'in-
terposition d’Ilmanen au cas de tubes réguliers de classe C'! et, d’autre part, permet
une approximation par des tubes C2. Il se trouve que ce résultat est en quelque sorte
une version non-locale géométrique du Lemme matriciel de Ishii [CIL92, Theorem 8.3] qui
est un outil fondamental dans la théorie des solutions de viscosité du second ordre. Nous
I’avons donc énoncé et prouvé en toute généralité pour des applications futures.

Théoreme 2.20. [10, Theorem 2] Soit K' et K* deuz tubes réguliers tels que K' CC K2
Supposons que

dist(lCl,l/C\?) = |(y1,51) — (y2,82)| > 0 avec (y1,51) € KL, (y2, 52) € I/C\Q, S1,89 >0
et

(2.35) " # .

Alors

(i) (Interposition) Il existe un tube X régulier de classe CU' tel que pour un certain
point (y,5) de son bord, ' := X + (y; — ¥, 81 — §) soit tangent extérieurement a K
en (y1,51) et 32 := X + (yo — ¥, 5o — 5) soit tangent intérieurement a K' en (ya, 52).

(ii) (Approzimation simultanée par des tubes C?) Pour tout o > 0, il existe des suites
(B57) et (327 de tubes réguliers de classe CY' qui convergent respectivement vers
Y et 32 (au sens CH* pour tout o < 1), des suites de points (Y1, S1.) €t (Y2.n, Son)
qui convergent respectivement vers (yi,s1) et (Yo, S2) et deur matrices symétriques
X1, Xy de taille N — 1 qui vérifient :

(1) b est tangent extérieurement a K en (Y1, s1.0) et B3 est tangent intérieu-
rement a K? en (yYa.n, Son)-

(2) Pouri=1,2, 5" est de classe C* dans un voisinage de (Yin, Sin), la courbure
moyenne Hyin (i) converge vers X; et

e (1)=(5 )< )

En fait, il est inutile de supposer (2.35) qui est une conséquence de la régularité des tubes
K! et K2. Cela se traduit sur la Figure 9 par le fait que le segment [(s1,v1), (s2, y2)] n'est
pas horizontal. La formule (2.36) permet d’exprimer de maniere non-lisse des conditions du
second-ordre exactement comme dans le lemme matriciel d’Ishii ot une inégalité similaire
permet d’exprimer 'inégalité “D?*u! < D?u?” en un point de maximum de u! — u? pour
des fonctions u', u? non lisses. Ici (2.36) sert a exprimer rigoureusement que “H R, (y1) <
H K2, (y2)”. Pour simplifier 'exposé et éviter des passages a la limite, supposons que X!
est C? dans un voisinage de (y;, s;). Le Théoréme précédent nous donne alors deux tubes
réguliers d’interposition qui vérifient

(2.37) Hsy (y1) < Hsz (y2).
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Pour continuer, nous avons besoin d'une estimation sur les termes de Hele-Shaw qui
est prouvée dans [CRO6] : pour tout p > 0 petit, il existe une constante p > 0 telle que,
pour tout ensemble Q2 de bord C1! et tout vecteur de translation p, on ait

ha(z + p, Q2+ p) = |Dv*™P(z + p)|* < (1 + plp|)ha(z, Q) = (1 + plp|)| Do (z)]?

des que 0 est a distance au moins p de la source et 2 est dans une grosse boule de rayon
1/p. Dans la formule ci-dessus, v** désigne la solution de (1.19) dans 2. En appliquant ce
résultat dans notre cas, on obtient

1 2 2
(2.38)  [Dv™(y1)|* < (1+ plyr — yo|)| D™z (yo) | < (14 pe)| Do (ys)|?
car |y; — yo| <e.

Nous avons maintenant tous les éléments pour conclure. On écrit que ! est une sous-
solution en utilisant X! comme tube test tangent extérieurement :

Var (1) < ha, (1, 54) = Hsy (1) + M [Dv™s ()|
et que K2 est une sur-solution en utilisant 32 comme tube test tangent intérieurement :
2
Viz (y2) > hag (32, 53,) = Hsz (y2) + Ao Do ()]

Comme X! et 32 sont égaux & une translation pres, on a 1'égalité des vitesses Vg%l (y1) =
Vs (y2) ce qui donne, en utilisant (2.37) et (2.38),

Hys (y2) + Aol Dv™2(12)[> < Hyy (1) + M| Do (1)
< Hsz (y2) + M1+ pe)| Dv™s ()]

En prenant £ > 0 assez petit, comme \; < A9, on obtient la contradiction espérée qui
termine la preuve.

2.4.4. Convergence vers l’équilibre. Comme expliqué dans l'introdution, la motivation de
I'étude du probleme d’évolution (2.33) est d’approcher, quand ¢ — 400, une solution
de (1.25) ou (1.27). Nous montrons le résultat suivant :

Théoréme 2.21. [10, Theorem 4, Corollary 1] (convergence du flot (2.33)) Supposons
que la source S (définie a la suite de (1.17)) soit strictement étoilée. Soit A > 0 et K
une solution de (2.33) avec hy de la forme (1.20) ou (1.28). Alors K(t) converge, pour la
distance de Hausdorff, vers l'unique solution K, de du probléme de Bernoulli extérieur
généralisé

(2.39)  Trowver K CC RY tel que S CC K et hy(x, K) = 0 pour tout x € OK.

Pour étre complet, nous devons expliciter la notion de solution pour (2.39) puisque
Ko n'est pas régulier en général. Nous dirons que K est une solution de (2.39) si le
tube (constant en temps) U;>oK X {t} est une solution du probléeme d’évolution (2.33)
(au sens de la Définition 2.16). Il y a plusieurs notions de solutions faibles pour de tels
problemes de frontieres libres, nous renvoyons le lecteur au papier de Flucher et Rumpf
[FRO7]. La définition que nous donnons ici est la plus commode dans notre cadre (voir
Beurling [Beub8] pour une définition semblable). Nous prouvons I'existence de solutions
([10, Proposition 7]) et I'hypotheése sur le caractere étoilé de la source nous permet de
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prouver 'unicité de la solution de (2.39) (dans le cas particulier de (1.22), ce résultat
était déja connu, voir Tepper [Tep75]). La convergence est ensuite prouvée en adaptant la
méthode des semi-limites relaxées (introduite par Barles et Perthame [BP87, BP88, Bar94]
dans le contexte des solutions de viscosité).

2.4.5. Décroissance de l’énergie le long de [’évolution. Une solution de (2.39) est un point
critique de (1.25) ou (1.27). Cela justifie 'approche numérique utilisée par Allaire, Jouve
et Toader [AJT02, AJT04] (voir également les références données dans ces articles) qui
ont construit des flots de gradient discrets pour résoudre les problemes d’optimisation de
forme (dont (1.17) ou (1.26) sont des cas particuliers).

Dans le cas particulier du probleme (1.17) et du flot (1.20), nous pouvons préciser le
résultat de convergence du Théoreme (2.21) en prouvant

Théoréme 2.22. [11, Theorem 6.1] Soit A > 0 et Qg tel que LN (9Q) = 0. Si le probléme
d’évolution (1.20) a une unique solution IC, alors

t €0, +00) — EX(K;) est décroissant.

Démarrer d’un ensemble initial dont le bord est de mesure nulle est une condition
nécessaire pour espérer de I'unicité. L’unicité du flot signifie que LY (KT \ K£7) = 0 ol
KT et K~ sont respectivement la plus grande et la plus petite solution données par la
Proposition 2.18 (elles ne sont pas égales en général, la plus grande étant un ensemble
fermé alors que la plus petite est ouverte). L’hypothese d’unicité n’est pas trop restrictive
du fait de I'unicité générique pour le probleme d’évolution.

Comme expliqué dans I'introduction, le calcul de I'énergie E\(K;) n’est pas immédiat
quand K est une solution de viscosité car cette notion de solution n’est pas définie a
partir de I’énergie associée au flot (1.20). Méme dans le cas bien connu de ’évolution
par courbure moyenne, démontrer que le périmetre est décroissant pour les solutions de
viscosité n’est pas chose facile. Cela a été prouvé par Evans et Spruck [ES91, ES92| par
des techniques de régularisation et par Chambolle [Cha04] en utilisant les mouvements
minimisants (voir Almgren, Taylor et Wang [ATW93], Ambrosio [Amb95] et Ambrosio,
Gigli et Savaré [AGS08]). C’est cette derniere approche que nous utilisons en construisant
un flot de gradient discret () pour E). L'ensemble Q" , est obtenu en minimisant
une fonctionnelle J;, (97, ) qui est égale & 'énergie plus un terme de pénalisation (en 1/h)
empéchant Q| d’étre trop loin de Q. Suivant les idées de [Cha04] nous prouvons que les
limites de ces flots dicrets convergent vers nos solutions de viscosité géométriques quand
h — 0. La preuve s’appuie de facon cruciale sur des propriétés fines des minimiseurs de
Jn (9 +) obtenues par Alt et Caffarelli [AC81]. Comme I’énergie discréte est décroissante,
le résultat suit.

2.4.6. Commentaires et perspectives. Concernant ’optimisation de forme, nous renvoyons
a [A1102, All07, HPO5] pour des détails. Lorsqu’on démarre d’un ensemble €2 lisse, Escher
et Simonett [ES97] ont prouvé l'existence et I'unicité d'une solution lisse pour (2.33) pour
des temps petits. Pour obtenir ’existence en temps grand, nous avons utilisé les solutions
de viscosité géométriques mais il est possible d’utiliser ’approche par lignes de niveaux :
voir Kim [Kim05] olt un probleme de Stefan est traité. Les mouvements minimisants ont
été récemment utilisés par Forcadel et Monteillet [FMO07] pour construire des solutions
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faibles a des problemes d’évolution dont la vitesse est de type dislocation plus un terme
de courbure moyenne.

Par la suite, avec Pierre Cardaliaguet et Marc Dambrine, nous aimerions poursuivre
les travaux ci-dessus en prouvant la convergence (au moins pour des sous-suites) du
Théoreme 2.21 méme dans des cas plus généraux ol on n’a pas unicité pour le probleme
limite. Dans ce cas, les techniques utilisées ne fonctionnent plus (car ’approche par semi-
limites relaxées repose sur la comparaison pour le probleme limite).

Enfin, la notion de solutions décrite dans le § 2.4.1 peut étre utilisée dans de nombreux
autres problemes non-locaux et devrait amener des résultats nouveaux. Nous avons des
ébauches de résultats dans des problemes apparaissant en combustion (voir Caffarelli
et Vazquez [CV95]) et jaimerais regarder des problemes faisant intervenir la courbure
gaussienne (modéles d’érosion de galets, voir par exemple Ishii et Mikami [IM01, IM04b,
IMO4a] et leurs références).

3. EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI-BELLMAN

3.1. Unicité pour des équations de Hamilton-Jacobi-Bellman reliées a des pro-
bléemes de contréle stochastique non-bornés. Je vais décrire les travaux [9, 19],
écrits avec Francesca Da Lio, a travers les cas des EDP (1.29) avec (1.30)-(1.31) et (1.29)
avec (1.37)-(1.38).

Dans ces deux cas, le résultat principal est un principe de comparaison pour les solutions
de viscosité avec certaines croissances que nous introduisons maintenant. Nous dirons
quune fonction u : RY x [0,7] — R est dans la classe quadratique Q s’il existe une
constante C' telle que

(3.1) |u(x,t)| < C(1+|z|*) pour tout x € RY uniformément pour ¢ € [0, 77,
et dans la classe sous-quadratique SQ si

u(z, 1)

3.2
(32) 1+ |z|? |z|—+o0

0 uniformément pour ¢ € [0, 7.

Passons aux hypotheses sur les données. Je ne traite pas le cas le plus général, préférant
renvoyer le lecteur aux articles (voir [9, (A1)—(A3)] et [19, (A), (B), (C)]).

Dans le cas (1.29) avec (1.30)-(1.31), on suppose que l’ensemble de controle non-borné
est A et B est compact. Le traitement de G ne pose donc pas de difficulté particuliere
et je prends ici G = 0. De méme, supprimons la dépendance en temps des données.
L’EDP (1.29) s’écrit alors

(3.3) _Ou + sup {—%Trace [o(z, a)o" (z, a)D*u] — (b(z, @), Du) — {(x, a)} =0

8t acA
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dans RY x (0, T') avec la condition terminale u(z, T') = 1 (z). On supposera que les données
sont continues et qu’il existe v, C' > 0 tels que, pour tous z,y € RY, a € A,

(1) [b(z, )] < C(1+[z] +a]) et |b(z,a) = by, )] < C(1L+|al)|z —yl,
(i) v]a]* = C(1 + |z|*) < l(z,a) < O(1 + |z|*> + |a]?) (cott coercif en ),
(3.4) (iii) o est localement lipschitzien et satisfait 'une des deux conditions suivantes :

lo(z, )| < C(1+ |z|) (diffusion bornée par rapport au controle)
lo(z,a)| < C(1+ |z| + |a|) (diffusion non-bornée par rapport au controle).

Dans le cas (1.29) avec (1.37)-(1.38), I’équation devient

(3.5) —% — %Trace [o(z)o” (z)D*u] — (b(x), Du) + f(z,u,0(x)Du) = 0.

On suppose que la dérive b et la diffusion o satisfont les mémes hypotheses (3.4) (i) et

(iii) (sans le controle) et que f vérifie : il existe C' > 0 tels que, pour tous z,y € RN u,v €
R,p € RV

(i) |f(z,u,p)| < C(1+ |z)* + |u] + |p|?) (croissance quadratique),

(i) [f(z,u,p) = f(y,u,p)| < C(1 + |u] + [p])|z — yl,
(3.6) (iii) p — f(x,u,p) est convexe,

(iv) o est borné,

(V) ‘f(.T,’LL,p) - f(x>vap)| S O‘U—U‘.

Nous pouvons maintenant énoncer nos résultats :

Théoreme 3.1. Dans ce théoréme u désigne une sous-solution de viscosité de I’EDP
(qui sera précisée) et v une sur-solution qui sont ordonnées au temps final, c’est-a-dire
u(z, T) < YP(x) <wv(x,T). Alors, nous avons comparaison,

u(z,t) <wv(x,t)  pour tout temps t € [0, T
dans les cas sutvants :

(1) [9, Theorem 2.1] Pour (3.3) sous l’hypotheése (3.4) avec une diffusion bornée par
rapport au controle si u, v, sont dans Q.

(2) [19, Theorem 2.1] Pour (3.3) sous I’hypotheése (3.4) avec une diffusion a croissance
linéaire par rapport au contréle si u,v,vy sont dans SQ.

(3) [19, Theorem 3.1] Pour (3.5) sous l’hypothése (3.6) siwu,v,v sont dans Q.

La preuve de [19, Theorem 2.1] nécessite une adaptation de la définition de la sur-
solution de viscosité pour éviter les cas oul I'hamiltonien est infini. A lexception de la
régularité (3.6) (ii) de f en = que nous avons di introduire dans [19, Theorem 3.1], nous
prouvons la comparaison sous des hypotheses identiques a celles utilisées par Briand et
Hu [BHO8] pour montrer l’existence et 1'unicité d’une solution a 'EDSR associée a (3.5) et
obtenir la formule de Feynman-Kac correspondante. Cela donne donc une correspondance
complete entre 'EDSR et 'EDP.

Les preuves de ces résultats sont similaires et susceptibles de généralisations a d’autres
problemes. Elles reposent sur des techniques approfondies de solutions de viscosité. Je me
bornerai ici a en donner les grandes lignes. On commence par écrire I’équation satisfaite
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par puu ou i est un parametre fixé proche de 1. L’intérét de ce parametre p est, qu’en
écrivant les inégalités de viscosité satisfaites par la sous-solution pu et la sur-solution v,
on crée une dyssymétrie entre les non-linéarités. Cela permet d’utiliser de facon cruciale
la convexité pour démontrer que pu — v est sous-solution de viscosité dune nouvelle
équation “linéarisée” (ou plutot “extrémale”). Ensuite on construit une sur-solution lisse
® nulle sur toute boule B(0, R) et a croissance quadratique de cette nouvelle équation ;
I'originalité de cette sur-solution, qui apparait déja dans Barles, Burdeau, Romano et
Samsoen [BBRS95], est qu’elle est non-explicite et elleeméme solution d’'une équation
parabolique de type chaleur. On obtient alors facilement pu — v < ®i et on conclut en
passant aux limites R — +o00 et y — 1.

Enfin, dans [9, Theorem 3.1}, sous les hypotheses (3.4) (avec o borné par rapport au
controle), nous prouvons que la fonction valeur

Vi(z,t) = Etx{/t U X, a5) ds +(X7)}

du probleme de controle stochastique gouverné par

dX, = b(X,, an)ds + (X, a0)dW,, se (t,T), 0<t < T,
Xt =T € RN,

est l'unique solution de viscosité de (3.3) dans Q. En général, pour prouver ce type de
résultat, on montre que la fonction valeur est solution de viscosité de 'EDP a l'aide du
principe de la programmation dynamique. Dans ce contexte non borné, cette stratégie est
délicate et nous avons comparé directement V' avec I'unique solution de viscosité de (3.3).

(3.7)

3.2. Homogénéisation de systéemes monotones d’équations de Hamilton-Jacobi
du premier ordre. Le travail [15] écrit en collaboration avec Fabio Camilli et Paola Lo-
reti est somme toute assez naturel et les techniques que nous avons mis bout a bout sont,
depuis les célebres travaux [LPV86, Eva89], bien connues. Nous renvoyons le lecteur au pa-
pier de Alvarez et Bardi [AB03] pour une vue d’ensemble des problémes d’homogénéisation
des équations de Hamilton-Jacobi dans le cas périodique.

Notre contribution a consisté a adapter ces méthodes au cas du systeme (1.39). Les
systemes monotones d’équations de Hamilton-Jacobi ont déja été étudiés par Engler et
Lenhart [EL91], Ishii et Koike [IK91a, IK91b, Ish92] et Camilli et Loreti [CL0O8] dans
des cas stationnaires avec des hypotheses de monotonie semblables a la notre qui peut
s’exprimer par :

sir,seRMetr; —s; = max {r, — s} >0, alors
(3.8) T k=l
pour tout xr,y,p S RN? Hj(xa Y, T,p) - Hj(x7y7 S7p) Z 0.
Comme les résultats que nous prouvons sont de facture assez classique, je n’en dirai pas
plus et je renvoie a [15] pour les détails.

3.3. Références, commentaires et perspectives. Il existait déja de nombreux tra-
vaux sur les solutions de viscosité pour des EDP du type (3.3) et les problemes de controle
optimal non-bornés. Dans le cas déterministe (équations d’ordre 1), citons les travaux de
Alvarez [Alv97], Barles [Bar90], Bardi et Da Lio [BDL97|, Cannarsa et Da Prato [CDP89],
Rampazzo et Sartori [RS00] et les livres [Bar94, BCD97]. Dans le cadre stochastique,
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les cas classiques sont traités dans Fleming et Rishel [FR75], Krylov [Kry80], Bensous-
san [Ben82], Lions [Lio82, Lio83a, Lio83b], Fleming et Soner [FS93], Yong et Zhou [YZ99].
Les travaux qui se rapprochent le plus des notres sont ceux de Alvarez [Alv96] en horizon
infini, Ishii [Ish97] pour 'ordre 1 (dont nous nous sommes beaucoup inspiré) et les travaux
déja cités de Kobylanski [Kob00] et Krylov [Kry01].

Les EDP du type (1.29) avec (1.30)-(1.31) ont des applications dans divers domaines :
voir par exemple Iourtchenko [Iou00] (en mécanique pour des systémes a 1 degré de li-
berté soumis a des excitations aléatoires) et Benth et Karlsen [BKO05] (en mathématiques
financieres) ou nos résultats son utilisés. Pour les mathématiques financieres, voir aussi
Pham [Pha02] et pour une introduction générale, les livres de Oksendal [Oks98] et Lam-
berton et Lapeyre [LL97]. Enfin, (1.29) peut étre reliée a des problemes de controle risque-
sensitif qui peuvent étre vus comme des jeux différentiels (voir les travaux de Fleming et
MacEneaney [FM92, McE95a, McE95b, McE9S| et Nagai [Nag96]). Dans ce contexte, [9]
améliore les résultats de Da Lio et MacEneaney [DLMO02].

Pour une présentation aux EDSR, nous renvoyons aux références classiques Pardoux et
Peng [PP90, PP92| et au livre [EKM97]. Notre résultat [19, Theorem 2.1] correspond de
fagon satisfaisante & celui obtenu par Briand et Hu [BHO8] pour la partie EDSR. Nous
sommes encore loin de la généralité obtenue par Kobylanski [Kob00, Theorem 3.2] dans
le cas des solutions bornées (sa preuve repose sur un changement de variable de type
Hopf-Cole qui est inapplicable pour les solutions non-bornées). Nous espérons pouvoir
améliorer nos résultats.

Une autre suite a donner a nos travaux concerne le cas de (3.5) lorsque f est quadratique
par rapport au gradient sans étre convexe. Ce probleme a déja été abordé dans des cas
“simples” dans [9, Section 4] pour

_?9_1; + h(z)|Dul* dans RN x [0, T

avec h qui peut changer de signe et u quadratique. Avec Francesca Da Lio, nous avons
déja obtenu de nouveaux résultats (travail en cours).

Avec Shigeaki Koike, nous travaillons sur le méme type de problemes que ceux présentés
ci-dessus mais dans le cas stationnaire, typiquement pour des EDP elliptiques du type

u — Trace(o(x)o” (x)D*u) + (b(z), Du) + {c(z)Du, Du) = f(z) dans RY,

ou f et la solution u sont dans SQ et ¢ est une matrice qui n’est ni définie positive, ni
définie négative. Nous avons déja quelques résultats.

Enfin, dans le cadre de ’TANR KAM faible, nous comptons, avec Fabio Camilli et Paola
Loreti, poursuivre I'étude des systemes monotones d’équations de Hamilton-Jacobi en
nous intéressant a leur comportement asymptotique. Suivant les parametres de couplage,
nous pensons que des phénomenes intéressants peuvent apparaitre.

4. INEGALITE DE KURDYKA-LOJASIEWICZ, TRAJECTOIRES DE GRADIENT ET
FONCTIONS CONVEXES

4.1. Caractérisation de I'inégalité de Kurdyka-Lojasiewicz a I’aide des trajec-
toires de gradient. Le travail [18], en collaboration avec Jérome Bolte, Aris Daniilidis et
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Laurent Mazet, s’inscrit dans une étude entreprise par les deux premiers auteurs, Lewis et
Shiota [BDL06b, BDL06a, BDLS07] de I'inégalité de Lojasiewicz (et de sa généralisation
proposée par Kurdyka) pour une fonction non nécessairement analytique, voire non-
différentiable. Nous donnons des caractérisations de l'inégalité de Kurdyka-Lojasiewicz
a l'aide des propriétés des trajectoires de gradient de la fonction et étudions en particulier
le cas des fonctions convexes.

Notre papier [18] est écrit dans un cadre non-lisse, essentiellement celui des fonctions
semi-convexes (voir (2.25) pour la définition et Albano et Cannarsa [AC99] pour le cas de
la, dimension infinie). Comme il apporte des résultats nouveaux méme dans le cadre de
fonctions plus régulieres, pour simplifier au maximum 1’exposé, je m’efforcerai d’énoncer
les résultats principaux dans le cadre lisse.

Kurdyka a remarqué ([Kur98]) qu’on pouvait généraliser 'inégalité de Lojasiewicz (1.41)
pour traiter des fonctions non-analytiques. C’est dans ce cadre que nous nous plagons.
Dans toute la suite, supposons, pour simplifier, que f : H — R (H est un espace de
Hilbert) est une fonction C! positive telle que f(0) = 0 (0 est un point critique et un
minimum). Nous dirons qu’une telle fonction f satisfait 'inégalité de Kurdyka-Lojasiewicz
s'il existe ro > 0 et ¢ € KL(0,7g) tel que
(4.1) IV(po f)(z)|| >1 pourtout z € {0 < f <ro},
ou

KL(0,r) = {¢:[0,79] — Ry continue, ¢(0) =0, p € C'(0,79), ¢ > 0}.
L’inégalité de Lojasiewicz est le cas particulier ou 'on peut prendre ¢(r) = ﬁrl’e

Notre principal résultat est de décrire tres précisément le lien entre l'inégalité de
Kurdyka-Lojasiewicz et les trajectoires de gradient de f,

(4.2) i(t) = =V (D), £>0, 7(0) = 0.

Pour I’énoncer, nous avons besoin de la notion de trajectoires par morceaux. Une courbe

Fig. 11

v :[0,T) — H (T peut étre égal a +00) est une trajectoire par morceaux s'il existe une
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partition dénombrable de [0,7) en intervalles I telle que chaque restriction 7, est C.
Une courbe 7 : [0,T) — H est une trajectoire de gradient par morceaux de f si 7y est une
trajectoire par morceaux et de plus vy, satisfait (4.2) et les intervalles f(vj;,) et f(vz)
ont au plus un point en commun pour k # [ (voir Figure 11 pour une trajectoire en
4 morceaux entre des lignes de niveaux de f). Enfin nous définissons la longueur d’une
trajectoire par morceaux par

long(2) = [ )l

Théoréme 4.1. [18, Theorem 18] Soit f : H — R positive avec f(0) = 0. Supposons que
0 soit une valeur critique isolée dans [0, 7] pour un certain ¥ > 0 et que l'ensemble { f < T}
est compact (pour la topologie forte). Alors les propriélés suivantes sont équivalentes :
(i) [Inégalité de Kurdyka-Lojasiewicz] Il existe ro € (0,7) et p € KL(0,71¢) tels que
(4.1) soit vraie.

(ii) [Longueur finie des trajectoires de gradient] Il existe ro € (0,7) et une fonc-
tion continue strictement croissante o : [0,79] — [0,400) avec 0(0) = 0 tels que toute
trajectoire de gradient ¥([0,T)) C {f < 7} satisfasse

/0 ()1t < o (f(x)) — o(f(2(T))).

(i1i) [Longueur finie des trajectoires de gradient par morceaux] Il existe ry €
(0,7) et une constante M telle que toute trajectoire de gradient par morceaux ([0, T)) C
{f <7} satisfasse

long(y) < M.
() [Talwegs de longueur finie] Pour tout R > 1, il existe o € (0,7), un ensemble
fermé D contenant {0 < f < 7} et une trajectoire par morceaux vy : (0,r9) — H de
longueur finie qui est une sélection dans le talweg Vg, c’est-a-dire, pour tout 0 < r < rg,

1) eva) = {a e (=1 D: IVFI < Rt 970}
ye{f=r}nD
(v) [Condition d’intégrabilité] Il existe ro € (0,7) tel que la fonction
1

inf Vilx
Vi@

soit finie et appartienne a L'(0,ry).

u(r) = , € (0,r]

(vi) [Régularité métrique] Il existe ro € (0,7) et ¢ € KL(0,r¢) tels que pour tous
0 <ry,7m2 < 7o,

du({f <rip Af <)) < (1) — p(ra)],

ou dy est la distance de Hausdorff.

Le talweg est un terme utilisé en géologie. De maniere imagée, c¢’est le lieu ou se forment
les lits des rivieres (qui coulent selon la ligne de plus grande pente mais la ou la pente est la
plus faible pour une ligne de niveau donnée). La condition d’intégrabilité (v) est peut-étre
celle a laquelle on aboutit le plus naturellement lorsqu’on exprime les conditions que doit
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satisfaire ¢ pour que (4.1) soit vérifiée. Enfin, il est important de noter, que malgré notre
intuition de départ, il faut plus que la longueur finie des trajectoires de gradient pour
assurer l'inégalité de de Kurdyka-Lojasiewicz ((ii) et (iii)). La propriété (vi) est reliée aux
propriétés de régularité métriques de f qui ont une grande importance en optimisation
([ACO04, Iof00, DQZO06]) et dont nous ne donnons qu'une définition “intuitive”. Si une
fonction f est lispchitzienne, on peut estimer précisément |f(x) — f(y)| en fonction de
|z — y|. La régularité métrique est, en un sens, l'inverse de cette propriété; sachant que
f(x) est proche de f(y), on arrive & en déduire que les ensembles de niveaux f~!(z) et
f~Y(y) sont proches (au sens de la distance de Hausdorff). Bien évidemment, une telle
propriété, qui est fausse en général, est garantie par des bornes inférieures de gradient
et nous prouvons que (4.1) joue ce rdle. Notons enfin que I’hypotheése de compacité des
sous-niveaux de f n’est pas vide en dimension infinie; elle est satisfait par exemple pour
des fonctionnelles du type

flw) =5 [IvalP+ [ gt we @),

ou € est un ouvert borné, g une fonction semiconvexe (voir (2.25) pour une définition),
qui ont une grande importance dans ’application de I'inégalité de Lojasiewicz en EDP.

Comme applications de ce théoreme, nous pouvons citer par exemple des résultats
de convergence pour l'algorithme proximal [18, Theorem 24]. Nous étudions aussi plus
particulierement le cas des fonctions convexes pour lesquels, les conclusions du Théoreme
4.1 peuvent étre renforcées. Nous donnons une condition de croissance sous laquelle une
fonction convexe satisfait 1'inégalité de Kurdyka-Lojasiewicz [18, Theorem 30] : sl existe
une fonction continue strictement croissante m : [0, 4+00) — [0, +00) telle que m(0) = 0,
f > m(dist(-, argmin f)) et

0

P —1
(4.3) / mf(r)dr < 400 (pour un p > 0),

o(r) = /07’ m_l(s)ds.

S

alors f satisfait (4.1) avec

Ce résultat englobe des fonctions avec certaines “croissances non-analytiques”. Par exemple
m(r) = exp(—1/4/r) satisfait (4.3).

Mais le résultat le plus important que nous obtenons dans le cas convexe est un contre-
exemple [18, Lemma 35, Theorem 36| a (4.1). La construction est loin d’étre triviale.
En premier lieu, nous fabriquons une famille dénombrable (C})ren de convexes compacts
emboités du plan (dont les bords sont disjoints deux a deux) qui vérifient

(44) Z dH(GCk., 8(Jk+1) = 400

keN

(ce qui est déja en soi une propriété suprenante et inattendue!). Ensuite nous utilisons un
théoreme du a Torralba [Tor96] qui permet de construire une fonction convexe continue
dont les JC}, sont des lignes de niveaux. La propriété (4.4) permet alors de trouver une
trajectoire de gradient par morceaux de longueur infinie (ce qui permet de conclure par
le Théoreme 4.1). Enfin, dans le but de prouver que ce n’est pas le défaut de régularité
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de f (qui est seulement continue) qui permet de telles pathologies, nous montrons, ce qui
n’est pas évident techniquement, qu’il est possible de lisser la fonction (pour la rendre C™
pour tout m > 1) sans trop modifier la trajectoire de gradient par morceaux.

4.2. Longueur des trajectoires de gradient d’une fonction quasiconvexe dans le
plan. L’origine des questions que nous traitons dans [20] avec Aris Daniilidis et Stéphane
Sabourau provient du travail [18] décrit précedemment. Elles me paraissent cependant tres
naturelles et il est amusant de remarquer qu’elles peuvent s’énoncer de maniere vulgarisée.

Imaginons un randonneur qui se trouve dans une vallée fermée (on peut imaginer un
cratere de volcan ou un cirque) et qui veut atteindre un refuge dans le fond de la vallée.
Malheureusement, un épais brouillard couvre toute la zone. Ayant regardé une carte avant
de partir, il sait que la topographie de la vallée est assez réguliere, a une vague idée de
'altitude ou il se trouve (disons 500 m au-dessus du fond de la vallée) et de I’étendue de
cette vallée (sur la carte, elle est incluse dans un disque de 5km de diametre). Enfin, il
a remarqué qu’il n’y a pas de zone de plat hormis au fond ou se trouve le refuge et que
les lignes de niveaux sont toutes convexes (en cas de pluies diluviennes qui viendraient
a noyer toute la vallée, il ne se formerait qu'un seul lac au cours du remplissage). Perdu
comme il est dans le brouillard, la seule stratégie qui s’offre a lui pour atteindre le refuge
est de suivre la ligne de plus grande pente qui le conduira au fond de la vallée.

Avec ces données, peut-il estimer la distance qu’il aura a marcher pour arriver a son
but ?

Nous avons démontré le théoreme suivant qui permet de répondre a la question.

Théoréeme 4.2. [20, Theorem 1.1, Corollary 6.3] Soit f : R*> — R une fonction C1!
quasiconvezxe coercive. Alors la trajectoire de gradient (4.2) est bornée, converge vers un
minimum T, de f et vérifie

long(y) = / T 101t < (87 + 210 — vl

Dans le probleme précédent, le randonneur se déplace sur le graphe (dans R?) d’une
fonction f : R? — R. Le fait que la vallée soit fermée correspond & I’hypothese de coer-
civité (qui empéche les trajectoires de partir a linfini), 'absence de “plat” oblige les
trajectoires a aller au fond de la vallée (sans étre arrétées par un point critique qui n’est
pas un minimum), une fonction quasiconvexe est exactement une fonction dont les sous-
ensembles de niveaux sont convexes, et enfin la régularité de la topographie se traduit
par 'hypothese CH!. Cette derniere hypothese permet de bien défnir les trajectoires dans
le cas quasiconvexe; dans le cas convexe, cette hypothese peut étre relaxée (quitte a
changer (4.2) en une inclusion différentielle, on sait déterminer les trajectoires de gradient
de fonctions convexes non lisses [Bré73, CLSW98]).

A Taide de l'estimation du théoreme, on peut alors résoudre le probleme posé. On a,
en utilisant (4.2),

S I0M0) = (VI (0),4(0) = ~ A7
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et la distance ¢ que le randonneur a a parcourir est

¢ = [T VR@OEER@Te < [T kol [T kops

< 81+ 2)Jwo — zool[ + f(0) = f(7o0)-

Avec ||zg — 2oo|| = 2,5km et f(xg) — f(2o) ~ 0,5km, on obtient £ < 69km. Cela peut
sembler beaucoup mais il peut se consoler en se disant qu’il aurait pu marcher beaucoup
plus si les lignes de niveaux n’avaient pas été convexes!

En effet, pour une fonction f coercive C* non-convexe, la longueur des trajectoires de
gradient peut étre infinie. Palis et De Melo [PAM82, p.14] donnent un exemple célebre ol
les trajectoires s’enroulent autour d'un cercle dans le plan. On peut avoir une longueur
infinie méme si la fonction a un unique point critique qui est son minimum comme pour f :
R? — R donnée en coordonnées polaires par

(4.5) f(r,0) =e V/"(1+r +sin(L +0))
(cf. [20, Section 7.1]).

Il est surprenant que ce genre de résultats dans le cas convexe en dimension finie ne
soient pas déja connus. Mais ils ne semblent pas évidents a établir (malgré nos efforts, nous
n’avons réussi a traiter que le cas de dimension 2) et certains sont contre-intuitifs. Par
exemple, nous avons pu construire une fonction convexe f ayant un unique minimum en
I'origine autour duquel les trajectoires de gradient s’enroulent en spiralant. Cet exemple

montre qu’on ne peut espérer une version convexe de la conjecture de Thom qui affirme,
qu’en plus de la convergence de (t) vers un point ., les directions

V() — oo
[7(t) — 2|

convergent également (cette conjecture a été prouvée dans le cas analytique réel en di-
mension N par Kurdyka, Mostowski et Parusinski [KMPO00]). La construction d’une telle
fonction f utilise le Théoreme de Torralba [Tor96] que nous avions déja utilisé dans [18].
L’idée est de commencer par construire une fonction convexe sur le disque unité dont une
trajectoire dévie d’un angle § > 0 sur 'anneau A(1/2,1) (bordé par les cercles centrés en
l'origine de rayons 1/2 et 1) tout en étant radiale pres des bords de I'anneau. Ensuite, en
faisant une homothétie de rapport 1/2 des ensembles de niveaux de cette fonction dans
A(1/2,1), puis une rotation de 6 de maniere a bien recoller les trajectoires, on arrive a
construire une fonction convexe dont une trajectoire dévie de 26 dans 'anneau A(1/4,1).
Et ainsi de suite. Le procédé de construction est justifié par le Théoreme de Torralba. Cf.
Figure 12 pour une illustration et [20, Section 7.2] pour des détails.

Avant de donner une idée de la preuve du Théoreme 4.2, rappelons les résultats existants
sur le sujet. Comme nous 'avons dit plus haut, la question de la longueur des trajectoires
de gradient semble peu abordée dans la littérature, sauf dans le cas analytique car c’est
une conséquence directe de I'inégalité de Lojasiewicz (1.41). On peut le voir simplement
par le calcul suivant, pour une trajectoire de gradient 7 restant dans U :

——— — f(y(1)" = =(3®), VL (v(®) F(y (@) = [T @I f(r (1) " = ClIA@)]],
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C

FiG. 12

Nous pouvons en conséquence conclure positivement si f est convexe et satisfait (4.3).

Il existe un autre cas, dans le cadre hilbertien, pour lequel les trajectoires sont de
longueur finie. Cette question est intéressante en analyse fonctionnelle car elle entraine la
convergence de forte de 7(t). Plus précisément, Bruck [Bru75] a prouvé que, pour toute
fonction convexe coercive f: H — R, ~(t) convergeait faiblement vers un minimum de f.
Il est immédiat de voir que, si la longueur de la trajectoire est finie, cette convergence est
forte. Ce n’est pas toujours le cas. Baillon [Bai78] construit un contre-exemple dans un
Hilbert pour lequel la convergence est seulement faible. Mais, dans le cas ou I'ensemble
des minima de f est d’intérieur non vide (i.e. contient une boule B(0,r)), alors

+o00 2
| it < 2l
0

Ce résultat apparait sous une forme un peu différente dans Brézis [Bré71, Bré73] et nous
en donnons une démonstration élémentaire dans [18, Theorem 27]|. Néanmoins, le cas du
Théoreme 4.2, ou argmin f peut étre réduit a un point, n’est pas couvert.

Pour prouver le Théoreme 4.2, plutot que d’utiliser la convexité de f, nous exploi-
tons la convexité des ensembles de niveaux de f; c’est pourquoi le résultat reste valable
pour des fonctions quasi-convexes. En fait, nous introduisons la notion de courbes auto-
contractantes (“self contracted”) qui sont des courbes v : I — R? ol I est un intervalle
de [0, 400) qui satisfont, pour tous t; <ty < t3 de I,

[Iy(t2) =y (ta)l| < [lv(E2) = (Es)]]-

Le principal résultat, qui entraine le Théoreme 4.2, est le suivant
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Théoréme 4.3. [20, Theorem 1.3] Toute courbe auto-contractante planaire bornée est de
longueur finie.

La preuve repose sur une étude fine de ces courbes a l'aide de géométrie élémentaire du
plan. Une généralisation en dimension plus grande que 2 nécessiterait d’autres outils.

4.3. Commentaires et perspectives. Pour enchainer sur le paragraphe précédent, nous
aimerions bien réussir a prouver le Théoreme 4.3 en dimension finie quelconque. Cela ne
semble pas évident mais nous pensons que cela doit étre vrai.

Citons quelques références pour 'application de I'inégalité de Lojasiewicz : pour 1'opti-
misation, voir Absil, Mahony et Andrews [AMAO05], Bolte, Daniilidis et Lewis [BDL06a],
Attouch et Bolte [AB]; pour les équations différentielles, voir Huang [Hua06]. Concernant
I'application aux EDP, en plus du travail fondateur de Simon [Sim83], citons les travaux de
Chill, Haraux, Jendoubi et Kavian [Jen98b, Jen98a, HJ99, HJ01, HJK03, Chi03, HJO7,
CJ07] et les références qu'ils contiennent. A la suite de [18], nous avons réuni tous les

ingrédients nécessaires pour espérer obtenir de nouveaux résultats de convergence pour
(1.43).
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5. NOTATIONS

Dans tout le mémoire, N représente la dimension de I’espace RY.
Désigne le temps final pour le probleme d’évolution considéré.

{zr € A,z ¢ B} (Ensemble A privé de B).

{a+b:a€ Abe B} (Somme des ensembles A et B).

Désigne respectivement ’adhérence, l'intérieur

et le bord topologique (04 = A\ int(A)) de I'ensemble A.

Signifie que B contient strictement A i.e. A C int(B).

Fonction caractéristique de 'ensemble A valant 1 sur A et 0 sinon.
Norme euclidienne et produit scalaire sur I'espace considéré RV

ou l’espace de Hilbert H.

{y : |lx—y|< R} (Boule euclidienne ouverte de centre = et de rayon R > 0).
{y : |lx—y|=R} (Sphere euclidienne de centre x et de rayon R > 0).
igfl |z — a| (distance de x a ’ensemble A).

a

Matrice identité de taille dépendant du contexte et de taille V.
Ensembles des matrices symétriques de taille NV et matrices symétriques
positives. Ces ensembles sont munis de ’ordre usuel :

X <Y & VpeRN, (Xp,p) < (Xp,p).

m(7) ot m est une fonction qui tend vers 0 quand 7 — 0.

{z € RNV : f(x) = A} pour toute fonction f: RY — R et constante A € R.
{z: f(z) = inf f} (L’ensemble ou la fonction f atteint son minimum).
Mesure de Lebesgue et de Hausdorff N-dimensionnelle.

Distance de Hausdorff entre les ensembles compacts A et B.

ess-sup f(x) (Norme sup de la fonction f: RY — R).
z€RN

/ |f(x)|dz (Norme L' de la fonction f).
RN

Ensemble des fonctions continues sur 2.

Fonctions bornées uniformément continues

Ensemble des fonctions C! sur 'ouvert  dont la dérivée est
B-holdérienne (si 8 = 1, la dérivée est lipschitzienne).

Ensemble des fonctions mesurables bornées sur € & valeurs dans [0, 1].
{¢:0,70] — R4 continue, ¢(0) =0, p € C1(0,79), ¢’ > 0}.

/ dz (Volume de I'ensemble A ¢ RY).
A

HN-1(A) (Périmetre de I'ensemble A ¢ RY).
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