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Rappels et Exercices pour préparer
le cours d’analyse du Tronc Commun

Ces notes ne remplacent pas les cours et TD correspondants. Je vous conseille fortement de consulter
vos cours de Terminale, lére et 2éme année et de profiter des articles de Wikipedia sur les sujets
ci-dessous.

1 Nombres complexes et trigonométrie

> Savoir manipuler les nombres complexes (forme cartésienne, forme trigonométrique) et connaitre
leur interprétation géométrique.

> Savoir trouver tres rapidement les racines d’un trindme dans C.

o> Avoir de I'aisance avec les formules trigonométriques.

Soit z € C. On peut écrire z = = + iy (forme cartésienne avec z = Re(2) et y = Im(z)) ou z = re'?

(forme trigonométrique avec r = |z| et § = arg(z) mod 2m).
7 . . . _ 2 2 7 _ . _ y
Passage cartésien—trigo : r = 4/2* + y* et 6 donné par cost) = ——— et sinf = NETE

z2+y

Passage trigo—cartésien : x = rcosf et y = rsiné.

Conjugué : z =z — iy = re

Module : |z|> = 22 + 32 = 2z

|z122] = |21 22|
2| _ =l
z2| a2

|21 + 22| < |z1] + |22] (inégalité triangulaire)
Argument : arg(z;z2) = arg(z1) + arg(z2) mod 27
arg(z¥) = karg(z) mod 2, pour k € Z

arg(z) = arg(1) = —arg(z) mod 27

Remarque : ¢ = b mod 27 (ou a = b [27]) signifie qu’il existe un entier k € Z tel que a = b + 2kw. Un argument n’est donc défini

qu’a un multiple de 27 pres. Dire que 'argument de z vaut % et la méme chose que dire qu’il vaut % ou 497”.

Lien nombres complexes et trigonométrie :

€ = cosf +isinf, cosf = (e +e?), sin(f) = 5(e” —e ), pour tout 6 € R.

(eie)k = (cos(8) + isin(0))" = cos(k8) + isin(k6) pour tout k € Z (Formule de Moivre)
i =elim/2
0 _ . .
sn@l ‘ez = cosf + i sinf angle [0 = | 2] 2 |2
elim—_1 0 1 =ei2m cos 1 ? % % 0
cos sin |0 3| H |21
1

tan 0 7 1 V3| g

=T im/2 = pi3m/2




Formules trigonométriques :

+b) = cos(a )cos(b) — sin(a)sin(b)
+ b) = sin(a)cos(b) + sin(b)cos(a)
—b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)
— b) = sin(a)cos(b) — sin(b)cos(a)
cos(p) + cos(q) = 2 cos(E52)cos(E52 = 1) cos(a)cos(b) = 3(cos(a + b) + cos(a — b))
(p) + sin(q) = 2s1n(p+q)cos( 51) sin(a)cos(b) = 5(sin(a + b) + sin(a — b))

1
p) — cos(q) = —2 812(2;61)8223 2) 1) sin(a)sin(b) = g(cos(a —b) —cos(a + b))
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in(p) — sin(q) = 2sin(
cos(2a) = 2cos?(a) — 1
sin(2a) = 2sin(a)cos(a)

cos?f + sin?0 = 1 (Pythagore sur le cercle trigonométrique)

w0

2y _ 1l+cos(20) 1
cos™f = 2 = T+tan2(0)
. 25 1—cos(20) _ tan?(6)
sin“f = 2 ~ 1+tan?(0)
Si t = tan(3) alors sin(z) = littg, cos(x) = ht? et tan(x) = 127;2 (Bioche)

Exercice 1 Soit z = /3 + i. Calculer |z, arg(z), 1 et 22019 4 2019,

Exercice 2 Trouver les racines dans C du polynome z2+z+1 et les exprimer en fonction de j = /3.
Exercice 3 Faire un dessin illustrant I'inégalité triangulaire. Quelles sont les conditions sur z1, 2o
pour avoir égalité 7

Exercice 4

1. Choisissez quelques formules trigonométriques et redémontrez-les.
2. Linéariser cos®(x), sin®(z).

3. Calculer Zg:o sin(nx).

2 Binome de Newton et polynomes

> Savoir manipuler les sommes a 1’aide du symbole ¥ (changement d’indice, etc.).
> Savoir factoriser un polynéme (cas simples).
> Savoir faire une décomposition en éléments simples.

Pour tout entier naturel n € N et tous nombres complexes a,b € C, (a + b)" = Z (Z) a"Fk on le
k=0
. . . n\ ok n! ~nx(n—1)x(n—2)x---x(n—k+1)
coefficient binomial (k‘) =C, = Hn—k) Ix9% -k .

Exercice 5 Soit Si(n) = Y ,iF. Calculer Sp(n), Si(n) et Sa(n) (peut étre fait par récurrence si
vous connaissez les formules).



Exercice 6
1. Factoriser le polynome X* + 4 dans C (et dans R ?)

1 x4 25
X210 X217 (X+2)(X2+1)2°

2. Décomposer en éléments simples

Exercice 7 Soit P(z) = Y. | 2'. Calculer cette somme (en distinguant les cas z = 1 et z + 1). En
déduire les racines de P dans C.

3 Inégalités fondamentales et fonctions usuelles

> Connaitre les inégalités ci-dessous et savoir les appliquer.
> Etre capable de faire trés rapidement une étude de fonction (du type Terminale ou lére année)
pour aboutir & ’allure du graphe.

x siz>=0

On rappelle que pour z € R, |z| = max{x, —z} = { oy siz<0

Inégalité triangulaire :

Si A, B, C sont 3 points du plan alors AB < AC' + CB.
|z +y| < |z| + |y| si 2,y € R (inégalité triangulaire)

l|lz] = |y|| < |z — y| (2eme inégalité triangulaire)

Inégalité de Cauchy-Schwarz :

n

D Ty

=1

Sit = (z1, -, 2n), 0= (Y1, ,yn) € R", alors |u- 7] < ||a]||V]] <

[ s

Forme intégrale: si f, g e C%([a,b]) alors

Inégalité de acroissements finis :
Soit f € C%([a,b]) dérivable avec |f'| < M sur ]a, b[.
Alors, pour tous 7,y € [a,b], |f(z) — f(y)] < Mz — .

In(l+2) <z <e’—1pourz>-—1
|sin(z)| < |z| pour x € R

VT +y <+ /ypourz,y=0

Exercice 8
1. Démontrer la 2eme inégalité triangulaire a partir de la lere.
2. Démontrer les 3 dernieres inégalités

Exercice 9 Tracer tres rapidement l’allure de certaines des fonctions suivantes : —z2 + z, /= + 2,

|z — 3|, et 11> rIn(z), sin(z), cos(z), sin(z), tan(z), arctan(z), ch(x), sh(z), sin (1), 2%in (2).

4 Croissances comparées

o> Savoir manipuler les notations o, ~, O, <<.
> Comprendre et connaitre les croissances comparées usuelles.

Pour tous A, B,C,D,§ > 0 avec B < C, on a

é

x

(nz)? < 2% < 2% < €D
r—+00 r—+00 r—+00



Remarques :

f(=)

1. (Rappel sur le symbole négligeable <) f(z) << g(z) signifie que
Tr—a g

@ — 0 (avec g ne s’annulant pas au voisinage de a) et
x) r—a

cette notation se lit “f est négligeable devant g au voisinage de a”. Ici a peut-étre un nombre (a = 0 par exemple) mais aussi

Pinfini (a = +00).
z
fé ; — 1 (avec g ne s’annulant pas au voisinage de a) et cette notation
g(x) z—a

2. (Rappel sur les équivalents) f(z) ~ g(x) signifie que
Tr—a

se lit “f est équivalent & g au voisinage de a”.

3. (Rappel sur les petits o) Par définition, f(z) = o(g(z)) au voisinage de a € R U {+00} si on peut écrire, au voisinage de a,
f(z) = g(z)e(z) ol e(z) est une fonction qui tend vers 0 quand & — a (et qu’on ne connait pas forcément de maniére précise).

4. (Rappel sur les grands O) Par définition, f(z) = O(g(z)) au voisinage de a € R U {£00} si on peut écrire, au voisinage de a,
f(x) = g(x)B(x) ot B(z) est une fonction bornée (qu’on ne connait pas forcément de maniére précise), c’est-a-dire qu’il existe une
constante C > 0 telle que que |f(z)| < C|g(z)| quand x est proche de a.

Exercice 10 Démontrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que |2'%°¢=%| < C pour tout z > 0.
[On remarquera que f(z) = 2% est une fonction continue sur [0, +00) qui tend vers 0 en +00.]

Exercice 11

1. Vérifier que, au voisinage de 0, 2"+ = o(2™), 2™0(2"™) = o(z"™™), o(z")/x™ = o(x" ™) et que
o(1) est tout simplement une notation pour désigner une fonction qui tend vers 0 quand x — 0.

2. Vérifier que, au voisinage de 0, si f(z) = o(g(x)) alors f(z) = O(g(z)) mais trouver un contre-
exemple montrant que la réciproque n’est pas vraie.

Exercice 12
1. Vérifier que si f(x) ~ g(z) alors f(z) — g(z) << g(x) et f(x) = g(x) + o(g(x)) au voisinage de a.

2. Vérifier que si f(x) ~ £ avec £ % 0, alors f(z) — ¢. Comprendre pourquoi étre équivalent & 0
T—a xr

—a

n’a aucun sens.

5 Développements limités (DL)

> Comprendre & quoi sert un DL.
> Connaitre les DL classiques.
o> Savoir faire un DL.

Le but d’un développement limité (DL) est de pouvoir simplifier une fonction f(z) compliquée au
voisinage d’un point zg de R en I’écrivant sous la forme

f(z) = [polynéme P, ,,(x) de la variable =] + [reste Ry, z,(z) petit quand z est proche de xo].

Faire un DL, c’est trouver le polynome et estimer la taille du reste. En général, on fait un développement
limité & un certain ordre n qui est la degré du polynéme qui approche f en xg. Plus n est grand, plus
le DL est précis.

Soit f :]a,b[—> Ret a <z <b.

Formule générale de Taylor-Young pour les fonctions régulieres : si f € C"(Ja,b[) (dérivable n fois
et la dérivée neéme est continue) alors on peut faire un DL de f en xg a l'ordre n (qu’on notera
DLn(0)),

ar 3) T (n) T
(@) = Fao) + 1w w—0) + L5 omo)? 4+ T gyt o DR i
F®) (o)

n
Le polynéme est P, z,(x) = Z
k=0

o (2 — x0)F et le reste Ry, (2) = 0|z —10[™).



Remarques :

1. Cette formule donne les coefficients du DLy (zo) & tout ordre n mais quand n est grand (n > 3), on préfere combiner les
formules usuelles ci-dessous pour trouver les DL (ce qui évite de devoir dériver des fonctions f qui peuvent étre compliquées).

2. Les DL sont en général donnés au voisinage de 0. Par translation, on posant g(z) = f(zo + x), on peut les déduire en n’importe
quel point zg de R.

3. On peut obtenir un Développement Asymptotique de f (i.e., une approximation de f quand z — +00) en faisant un DL de
g(1/x) = f(z) par rapport a la variable y = 1/z qui tend vers 0 quand = — +00.

On a deux DL de base qui permettent de déduire une grande partie des autres.
D’apres le binome de Newton généralisé, pour a € R,

a ala—=1) 5  ala=1)(a=2) 4 ala—1)(a=2) - (a—n+1)
1 =1+ — n n
(1+ ) LR e A e m sve e A % % z" + o(z")
D’apres la définition de I’exponentielle
. r 2?2 23 x™ n
DL usuels:
1
1+x=1—:c+952—:1:3+x4+~-+(—1)”:l:"+0(x”)
1
- =l+z+22+23+2" +. +2" + o(2")
—x
1
1+x2=1—x2+x4—1:6+x8+~--+(—1)"m2n+0(932”+1)
1 1 1
Vitz=1+-z— 2>+ —2°+ o(z?)
2 8 16
1 1 3

)
=1——x+-a?— 2%+ o(z?)

vtz 2 8 16

2 g3 gt on
In(1 N N H 1)yl n
n(l+z)=x s t3 7T + (—1) n—i—o(x)
3 5 2n+1
arctan(e) = o = G+ T4 (S o)
2 4 2n
S =1 — £ 2 _1\n x 2n+1
cos(w) = 1= gp + gy T F (D gy Tol@™™)
. 3 2P . 2+l -
51n(z)=x—§+ﬁ+...+(_1) T o(z"+2)
®  22° 1727 5
t = PR JR—
an(zr) =z + 3 + 15 + 315 + o(x®)
2 4 2n
= 337 £ x 2n+1
ch(z) =1+ o Tt + 2n)] + o(z“"")
v’ 2 g 2n+2

Exercice 13 (Obtention des DL usuels)
1. En utilisant le bindme de Newton généralisé pour o = —1, 3, —%, déduire le DL, (0) de 14%1 et les

DRI
DL3(0) de /1 + , ﬁ

2. Ecrire le DL, (0) de ﬁ et le DLy, +1(0) de H%

3. En intégrant les DL, (0) de 14%93 et H%’ déduire les DL, (0) de In(1 + x) et arctan(z).
4. En utilisant le DL de exp, déterminer les DL, (0) de cos(z), sin(x), ch(z) et sh(x).

Exercice 14
1. Ecrire le DL4(0) de esn2.

2. Caleuler lim 2%7)
z—0 X



6 Intégrale de Riemann, primitives et calculs

> Comprendre ce qu’est l'intégrale d’une fonction continue (par morceaux) sur un segment.
> Savoir calculer une intégrale classique.

Si f est une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] alors 'intégrale de f est définie par
la limite (qui existe) des sommes de Riemann

b b — b—
J f(z)dz = lirfoo af (a + ia> .
a n—-+00 4 n n

=0

Cette définition est utilisée pour le calcul numérique d’une intégrale mais pour les calculs théoriques,

on utilise en général :
Théoréme Fondamental de I’Analyse. Si f est continue sur [a,b] alors SZ f(x)dr = [F(x)] = F(b) —
F(a) ou F est une primitive de f sur [a,b] (i.e. la fonction dérivable définie & une constante additive

pres telle que F/ = f).

Rappel sur les fonctions continues par morceauz. Une fonction f : [a,b] — R est continue par morceaux s’il existe une subdivision

ap:=a<a; <---<any—1 <an :=bde [a,b] telle que :

(i) f € C(Jai,ai+1[ : f est continue sur chacun des intervalles ouverts de la subdivision ;

(ii) f peut-étre prolongée par continuité aux bords des intervalles de la subdivision i.e., f(a]) := lim+ f(@)et fa;) = lim f(z)
x—»ai a:—»ai+1

existent (mais peuvent étre différentes des valeurs f(a;) et f(ais+1) qui sont en général des points de discontnuité).

Faire un dessin illustrant une fonction continue par morceaux. Faire un autre dessin illustrant une fonction vérifiant seulement (i)

et qui n’est pas continue par morceaux.

Primitives usuelles
(ci-dessous C' est une constante réelle)

§(z —2p)*dz = % +C zoeR aeN sur R
20€ER «a€eZeta<—2 sur]|— o0,z etsur |xg, +0]
z0€R aeReta+ -1 sur|xg, +0
Sw_lwodx = Injz—axo|+C xo€R (cas a = —1) sur | — o0, zg[ et sur |xg, +o0[
(e dx = lewyC aeC* sur R
{In(z)dz = zln(z)—z+C sur 10, +00[
§ cos(z)dx = sin(z)+C sur R
{sin(z)dz = —cos(z)+C sur R
{ tan(x)dz = —lInjcos(z)| +C sur | — 5 +kn, 5 +kr[, keZ
§ ch(z)dx = sh(z)+C sur R
{sh(z)dx = ch(z)+C sur R
§th(z)dx = In(ch(z)) +C sur R
§ mda = larctan (%) +C a € R* sur R
§ Lsda = largth(%)+C a € R* sur | — |al, |al[
= In|&z 4O a € R* sur | — oo, —|a|[, sur | — |al, |a|[, sur ]|a|, +oo]
Sﬁdm = In(z)+C sur 0, +oo[
= —ln(—2)+C sur | — o0, 0[
Sﬁdw = In(z++va2+a?)+C a € R* sur R
S m=de = In|z+ V22 —a?|+ C aeR* sur | — oo, —|al[ et sur ]|al, +oo[
Sﬁdm = arcsin (ﬁ) +C a € R* sur | — |al, |al[

Exercice 15 Faire un dessin illustrant la définition de 'intégrale avec les sommes de Riemann et la
signification géométrique de 'intégrale.



Exercice 16 Calculs d’intégrales
1. Soit f définie sur [0,4] par : f(0) = —1, f(z) = 1 pour 0 < = < 1, f(1) = 3, f(z) = —2 pour
l<z< 2 et f(x) =4 pour 2 < x < 4. Tracer f, vérifier que f est continue par morceaux et calculer
So Calculer F(z) = §; f(y)dy pour z € [0,4]. Pourquoi F n’est-elle pas dérivable ?]
2. Calculerg /2 COS(2 )sm( ) " (@) ;.
3. Calculer la primitive {2?In(z)dz.

1 T
4. Calculer {; \/;de.
5
6

. Calculer Sg mdm a I'aide du changement de variable ¢ = tan(35) (Bioche).

3z+1
. Calculer 0 et 1)2 sdx.

7 Intégrales généralisées

r> Comprendre ce qu’est une intégrale généralisée.

> Savoir prouver la convergence ou la divergence d’une intégrale généralisée.

> Savoir calculer la valeur d’intégrales généralisées (le calcul utilise en général les techniques du
paragraphe 6).

On veut étendre les intégrales de Riemann aux intégrales de certaines fonctions f :]a,b[— R qui ne
sont plus continues (par morceaux) sur tout le segment [a, b].

Par exemple, si f € C%([a,b]) (f peut étre discontinue en b si b € R ou alors b = +00), on dit que
s e : b C e . .
l'intégrale généralisée (ou impropre) Sa f(z)dz est convergente si la limite suivante existe

8 b
i j f@yts [ payis

Si cette limite n’existe pas, on dit que 'intégrale généralisée SZ f(x)dx est divergente.
Cas des intégrales de Riemann :

x
J — converge <= «a < 1.
J:Oé

+00
— converge <= «a > 1.
1z

Méthodes classiques pour étudier la convergence d’intégrales généralisées :

1. (Calcul) Par le calcul en utilisant la définition : si 'on sait calculer l'intégrale Sf f(x)dx pour
tous 8 < b (comprendre pourquoi ce sont des intégrales de Riemann), on fait le calcul est on
étudie la limite du résultat quand 8 — b~.

2. (Comparaison pour les fonctions positives) On compare f avec des fonctions de références plus

simples dont on connait la convergence ou divergence de l'intégrale généralisée :
b

Si0< f(x) < g(zx) sur by, b[ pour a < by < b et J g converge alors | f converge.

bo bO

b b
Si0<g(x) < f(x) sur by, b[ pour a < by < b et J g diverge alors | f diverge.
b() bO

3. (E'quivalents pour les fonctions positives)

b

b
Si f, g, sont positives sur [bg, b[ pour a < by < bet f > 9 alors J fet J g sont de méme nature.
bo bo



4. (Intégration par parties pour les fonctions quelconques) On peut essayer de calculer I'intégrale

de Riemann Sf f(x)dx pour tous 5 < b par intégration par parties pour en déduire la nature de
b

f.
bo

5. (Changement de variables pour les fonctions quelconques) Un changement de variable ne modifie
pas la nature d’une intégrale généralisée. On peut donc faire des changements de variables pour
se ramener a une intégrale dont il est plus facile d’étudier la convergence.

6. (Comparaison séries-intégrales) Si f est positive, continue et décroissante sur [1,+oo[ alors
+0 RS
(x)dx et la série numérique Z f(n) sont de méme nature.
1 n=1

Certaines des méthodes ci-dessus ne s’appliquent qu’aux fonctions positives (ou plus généralement,
ces méthodes fonctionnent des que les fonctions restent de signe constant dans un voisinage du point
ou se pose le probleme de convergence). Mais attention, elles peuvent donner des résultats erronés
si les fonctions changent de signe (fonctions oscillantes par exemple). Dans ce cas, on commencera

b
toujours par étudier la convergence absolue de I'intégrale, c’est-a-dire la convergence de | |f(x)|dx

a
car si une intégrale converge absolument, alors elle converge. Les cas les plus difficiles concernent bien
stir les intégrales qui sont convergentes mais non absolument convergentes.

Remarques :
1. Nous avons ici décrit le cas ou le probléme de convergence a lieu en b. Les définitions s’adaptent si le probléeme de convergence

se pose en a. S’il se pose a la fois en a et en b, on sépare les problemes en considérant successivement S; fet S? f pour n’importe
quel ¢ €la, b[. Dans ce cas, SZ f converge si et seulement si les deux intégrales précédentes convergent. Si 'une des deux diverge,

alors SZ f diverge.
2. Dans le cours Outils d’analyse pour l’ingénieur, on introduira une autre notion d’intégration, l'intégrale de Lebesgue, qui est un
outil plus évolué et plus puissant.

Exercice 17
1. Tracer l'allure des fonctions x — x% sur |0, +oo[ pour a = 2,1,0, —%, —%, —1,-2,—4.
2. Redémontrer au moins une des deux équivalences concernant les intégrales de Riemann.

Exercice 18 Etudier la convergence de certaines des intégrales généralisées suivantes :

1 +00 +00 —x 1 +00
1-— 1 1
f In zdzx, f e %dx, f 7edx, J —dr, J #daj,
0 0 1 x 0 vVa(l—x) 1 2?2+ 1+sinx
JJFOO sin x o sinxd
x ——du.
1 VT z?

8 Séries numériques

> Savoir prouver la convergence ou la divergence d’une série numérique.
> Savoir calculer la sommes d’une série convergente dans des cas simples.

Lorsqu’on veut déterminer la nature d’une série numérique > u,, souvent le plus difficile est de
démarrer, de se poser les bonnes questions. Voici des questions a se poser, dans 'ordre suivant.

1. Est il possible de calculer les sommes partielles Sy = ZTJLO uy, de la série 7 Si la réponse est
affirmative, on est ramené a un probleme de convergence de suite (cf. Exercice 19). Cependant, il est
rare que ’on puisse calculer Sy.

2. Le terme général de la série tend il vers 0 7 Sinon la série diverge grossierement ; dans le cas
contraire on continue (cf. Exercice 20).



3. La suite u,, est elle de signe constant ? Dans ce cas, si u, < 0 on se raméne a u, > 0 en posant
v, = —Uy . On peut alors utiliser :
Up+1 {>1= > u, diverge
—— — [ alors

Uy Nt ¢ < 1= > u, converge
Un+1

3.a. La regle de d’Alembert: si . Si £ =1 on ne peut

rien dire en général. Remarquons quand méme que si > 1 a partir d’'un certain rang alors la

n
série diverge grossierement. Cf. Exercice 21.

3.b. Comparer la série a une série de référence (série de Riemann par exemple). Pour cela, on
utilise le théoreme des équivalents, ou plus simplement le théoréme de comparaison (majorations ou
minorations du terme général de la série). Cf. Exercice 22.

3.c. Comparer la série a une intégrale. Cf. Exercice 23.

4. Si u, n’est pas de signe constant.

4.a. Y a-t-il convergence absolue ? (c’est-a-dire, est-ce que Y| |u,| est convergente 7) Bien évidemment
on utilise les méthodes du 3. pour répondre a cette question.

4.b. La série vérifie-t’elle les hypotheses du théoreme spécial des séries alternées 7 (ou plus généralement
peut-on utiliser une transformation d’Abel 7) Cf. Exercice 24.

4.c. Peut-on utiliser un DL ou un développement asymptotique du terme général 7 Ceci est
I’adaptation de la méthode du 3.b. pour les séries dont le terme général n’est pas de signe con-
stant. Ici, un équivalent ne suffit plus, il faut quelque chose de plus précis. Cf. Exercice 25.

Les techniques les plus usitées ont été répertoriées ici. Il en existe d’autres : sommation par tranches,
etc.

Exercice 19 Calculer les sommes partielles de Zn>0 q" (pour les différentes valeurs de ¢ € R) et
D1 ﬁ et en déduire la nature des séries.

Exercice 20
1. Redémontrer que si la série > u, converge alors le terme général u,, tend vers 0.

n

n
2. Nature de Z — 7
n!

n=1

pn

Exercice 21 Nature de Z L' (p e N¥).

Exercice 22 Etudier la convergence des séries suivantes :

S 1+ 1) S SEina N | ! ) o Sy
ne )’ n2v/n2 +nd’ nt4+1+vVnt+1 B+ (=D")"
Exercice 23

+00

1. Faire un dessin illustrant la comparaison série-intégrale. Expliquer pourquoi f(z)dx et
1

+0
Z f(n) divergent si f ne tend pas vers 0 en +00.
n=1

1
2. Nature de Z —_ 7

2
n>2nln n

—1)"
Exercice 24 Nature de Z ( 02 ?
n=1 ne

2
+2n+1
Exercice 25 Nature de Z sin (nnﬂ') ?

mn
n=1



9 Séries entieres

> Savoir déterminer le rayon de convergence d’une série entiere.
> Savoir développer certaines fonctions en série entiere et réciproquement calculer certaines sommes
de séries entieres.

Soit (an)neny une suite de nombres complexes. On définit la série entiere associée & cette suite par
+0

f(z) = Z anz".
n=0

Immédiatement se pose la question des z € C pour lesquels la série converge, autrement dit quel est
I’ensemble de définition de f 7 Le lemme d’Abel répond & cette question :
— I’ensemble de définition est un disque de centre 0 et de rayon R € [0, +00], appelé rayon de conver-

gence de la série entiere ;
+00

— & lintérieur du disque, la série converge absolument : si |z| < R alors Z lanz"| < +00 ;
n=0

— a Pextérieur du disque, la série diverge grossiérement : |a,2"| - 0 quand n — + ;

— sur le bord du disque, on ne sait pas en général et ’étude peut étre délicate.

Remarques :

1. f(0) = ao est toujours défini donc R > 0. Mais R peut étre égal a 0. A Dautre extréme, R peut aussi étre égal & +00 ce qui
signifie que f est définie sur C tout entier (cf. Exercice 26).

2. Si la suite (an) est nulle & partir d’un certain rang, alors f est un polynéme (donc R = +00). On dit parfois que les séries
entieres sont des généralisations des polynémes (“de degré infini”).

3. Les séries entiéres seront revues dans le module Outils d’analyse pour l’ingénieur.

Criteres pratiques pour déterminer le rayon de convergence : On peut bien sir utiliser le lemme
d’Abel et toutes les techniques liées aux séries numériques. On a 2 criteres tres utiles.

an+1
an,

1
1. Critére de d’Alembert : si lim = A€ [0,+00] alors R = Y

n—-+aoo

1
2. Critére de Cauchy : si lim |an|Y™ = X € [0, 0] alors R = ~.
n—+0oo A

Exercice 26 Trouver les rayons de convergences des séries entieres suivantes :

z" nh?2
PIETEDIIEL ZEQ;))!Zn’ S0 4 )57,

1
Exercice 27 Développer en série entiere les fonctions 513, et In(5 + 2).

+ 3z

+00 400 (_1)n +00 n

Exercice 28 Calculer les sommes —, —— et —.
nZ—:o n! ;2 n! ;3 n!
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10 Séries de Fourier

> Savoir développer une fonction périodique en série de Fourier.
> Savoir utiliser la formule de Parseval.
On se limitera au développement en série de Fourier donné par le théoréeme suivant :

THEOREME DE DIRICHLET. Soit f : R — R une fonction périodique de période T et de classe C'* par
morceaux.

e @]
2 2
(i) La série de Fourier S(f)(t) = % + Z ancos(gt) + bnsin(gt) de coefficients
n=1
2 (T 2

ap = TJO f(t)cos(%t)dt pour n =0,1,2,...,

by — 2 fo(t) in( 27t 12

"= T, sin(—, pour n =1,2,...,

converge pour tout ¢t € R.

(ii) De plus, on a : S(f)(t) = {

Remarques :

1. Si f est paire alors b, = 0 pour tout n > 1. Si f est impaire alors a, = 0 pour tout n = 0.

2. On a le principe suivant : meilleure est la régularité de f (continue, C1, C?, ...), meilleure est la convergence de la série de
Fourier (i.e., les coefficients de Fourier a, et b, tendent plus vite vers 0 quand n — +00).

f(t) si f est continue au point ¢,
sLf(t7) + f(tT)] sitest un point de discontinuité de f.

Exercice 29
1. Tracer la fonction f, 2m-périodique, impaire sur R telle que f(t) = (7 —t)/2 pour t €]0, 7] et
£(0) = 0.

2. Développer en série de Fourier f.

9 Shoalitd jaol® | < 2 o 2 (7 2 IS
3. En utilisant I’égalité de Parseval + Z lan|* + |bp|” = T, |f(¢)|“dt, calculer Z 3
n=1 n=1

11 Equations différentielles ordinaires (EDO) linéaires du ler et
2éme ordre

= Savoir résoudre une EDO linéaire du ler ordre.
= Savoir résoudre une EDO linéaire du 2nd ordre a coefficients constants.

Equations différentielles linéaires du ler ordre : 3 + b(t)y = f(t) pour t € R,

avec b, f : R — R continues.

La solution générale y,4(t) est la somme de la solution générale yj,(t) de I’équation homogene et d’une
solution particuliere y,(t) : yq(t) = yn(t) + yp(t).

Solution de I’équation homogéne y' + b(t)y = 0 : yn(t) = Ae B® avec A une constante et B(t) =
Sé b(s)ds est une primitive de b sur R. Comme y,(t) est définie & une constante multiplicative pres,
I’ensemble des solutions est un sous-espace vectoriel de dimension 1 (de I’espace des fonctions C*(R)).
Trouver une solution particuliére : si on ne voit pas de solution évidente, on cherche une solution
particuliere avec la méthode de variation de la constante sous la forme y,(t) = e BOX(t) avec A(t)
qui doit vérifier N (t) = eB® f(¢) (il suffit de déterminer une primitive de e® f(t)).

Probléme de Cauchy : il s’agit de la méme équation associée a une condition “initiale” y(to) = yo (to
et yo sont donnés). Ce probleme a alors une unique solution, cette condition permettant de fixer la
constante A dans la solution générale y,(t).
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Equations différentielles linéaires du 2nd ordre a coefficients constants :

ay” + by’ +cy = f(t), pour t € R,

ou a, b, c sont des constantes avec a + 0 et f : R — R est continue.

La solution générale y,(t) est la somme de la solution générale y,,(t) de I'’équation homogene et d'une
solution particuliere y,(t) : yq(t) = yn(t) + yp(t).

Solution de I’équation homogéne y" + by’ + cy = 0 :

L’ensemble des solutions est un sous-vectoriel de dimension 2 (de I’espace des fonctions C?(R)) et
elles s’écrivent yp,(t) = Myi(t) + Aaya(t) ot A1, A2 sont des constantes et (y1(t), y2(f)) forme une base
qu’on détermine de la facon suivante : On résoud 1’équation caractéristique ar? + br + ¢ =0, on a 3
cas possibles.

Cas 1: si A =b? —4ac > 0, alors on a 2 racines distinctes r* = bgf et y1(t) = €L, yo(t) = e 1.
Cas 2 : si A = 0, alors on a 1 racine double et y; (t) = €%, yo(t) = te™?.

Cas 3 : si % < 0, alors on a 2 racines complexes conjuguées r+ = _biéia V=2 o+ 10 et yl( ) ert,
y2(t) = e" t. Dans ce cas, on préfere souvent utiliser une autre base (réelle) 7;(t) = os(ft),

Ja(t) = e*sin(Bt).
Trouver une solution particuliere : ou bien on trouve une solution évidente, ou bien on utilise la
méthode de variation des constantes.

Variation des constantes : on cherche une solution particuliere sous la forme y,(t) = Ai(t)yi(t) +
X2 (t)y2(t), avec les fonctions A1 (t), Aa(t) qui satisfont le systéme linéaire de Cramer

{ 1)\1+y2>\2 0
YIA] + YpAG L

=

(on doit donc résoudre un systéme linéaire 2 x 2 puis intégrer A} et X, pour calculer y,).

Solutions particuliéres lorsque le second membre f(t) est de la forme exponentielle-polynomiale.

Si f(t) = P(t)e™ olt d € R et P est un polynome de degré n, on cherche y,(t) = Q(t)e® ot Q est un
polynome de degré deg(Q) = deg(P) + (multiplicité de d dans I’équation caractéristique).

Si f(t) = P(t)cos(dt) (ou f(t) = P(t)sin(dt)): on cherche y,(t) = Q1(t)cos(dt)+Q2(t)sin(dt) ot Q1, Q2
sont des polynomes tels que deg(Q;) = deg(P) + (multiplicité de d dans I’équation caractéristique).

Probléme de Cauchy : il s’agit de la méme équation associée & 2 conditions “initiales” y(tg) = yo
et ¥'(to) = po (to, Yo et po sont donnés). Ce probléme a alors une unique solution, ces conditions
permettant de fixer les constantes A1, Ay dans la solution générale y,(t).

Exercice 30 Résoudre les EDO suivantes :
1. ¢ +y = cos(e) et y(0) = 0.
2. 9" — 6y + 9y = e

Exercice 31 Déterminer une solution développable en série entiere de 'EDO 3" + ty’ +y = 0 qui
vérifie y(0) = 1 et 3/(0) = 0.
12 Systemes linéaires, inversion de matrices

o Savoir calculer un déterminant.

> Savoir résoudre un systeme linéaire.
> Savoir inverser une matrice.

> Savoir faire une factorisation LU.
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a11r1 + ajxs + - + a1y = by

. o a21x1 + a22x3 + - - + apxTn, = b o o
Un systeme linéaire . peut s’écrire sous forme matricielle
Anl1®1 + ApaTa + -+ + GpnTn = by
ail aiz - Ay x1 by
as| a2 -+ Qg T2 by ) _
AX = B avec A = . . ] , X = . et B = . |. Sila matrice A est
Gp1 Aan2 - Aapn Tn by

inversible (si det(A) # 0) alors le systéme a une unique solution donnée par X = A~!B. Résoudre le
systeme revient donc a calculer I'inverse d’une matrice. On peut :

1
1. le faire directement & l’aide de la formule A~! = (com A)T
det(A)
exploitable de maniere calculatoire deés que la dimension est grande (& la main, ne I'utiliser que pour

n < 3).

mais cette formule n’est pas

2. utiliser le pivot de Gauss ce qui revient a faire une décomposition A = LU (triangulaire supérieure
x triangulaire inférieure). C’est la méthode a privilégier.

Exercice 32 Existe-t-il des systémes linéaires possédant exactement 3 solutions ?

Exercice 33

2x1 + 219 + 223 = 1 1+ 229 + 223+ 34 = 4
1. Résoudre les systemes dx1 + Txo + Txs = 0 et 201 +4x0 +x3+3x4 = 5 .
6x1 + 18x9 + 2223 = -1 3x1+6x0+x3+404 = 7
4 -9 2
2. Faire la décomposition LU de A = 2 -4 4
-1 2 2
cosf) —sinf 0
3. Calculer le déterminant et I'inverse de M = sinf cosf O
0 0 1

Exercice 34
Le plan ci-contre représente un quartier d’une ville avec des rues

a sens unique. On a compté le trafic dans certaines rues pendant
une heure ; on suppose que les voitures qui sont entrées dans la rue
pendant cette heure sont les mémes que celles qui sont sorties. Le
but est de déterminer le trafic dans les rues ou il n’a pas été mesuré.

1. En faisant le bilan du flux de voitures & chaque intersection, écrire
le systeme d’équations pour les inconnues 1, T3, 3, x4 sous la
forme matricielle AX = B.

2. Résoudre le systeme. Peut-on retrouver quel a été le trafic dans
toutes les rues ?

3. Pour i = 1,2,3,4, calculer ; min €t ; max le trafic
minimum et maximum dans la rue <.

4. 11 se trouve que pendant I'’heure ou ont été faites les mesures,
la rue 2 était fermée a la circulation. Quel a été le trafic dans
chaque rue 7
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