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Introduction

Joseph Fourier® en 1822 : Toute fonction périodique se décompose en série de fonctions

+o0
trigonométriques sinus et cosinus : | f(t) = S(f)(t) := % + Z ay, cos nt + by, sin nt
n=1

Dit autrement, Un signal périodique est la superposition de signaux sinusoidaux.
C'est fondamental car :

@ Rameéne la connaissance d'une fonction a la connaissance des coefficients de son
développement en cos et sin, les coefficients de Fourier a,, et b, ; ce sont des suites,
objets plus simples qu'une fonction. & Application : numérisation des signaux.

@ Permet des calculs approchés : f(¢) ~ Snx(f)(t) pour N grand.

@ Dérivation de f facile a calculer : il suffit de dériver cos et sin. Cela permet de
résoudre des équations différentielles. = résolution de I'équation de la chaleur.

NN Y NN NN
\ N N

f(z)=*5= sur 0, x| : in 2 : in 2 in 3 N
’ Sg(f)=slnt+smz t Sg(f)=slnt+ su; t+sll’;’ t Sl5(f)= Z sin nt

n

2m-périodique

n=0
1. Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) mathématicien et physicien francais. Il énonce sa
décomposition dans son traité « Théorie analytique de la chaleur ».
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Objectifs du cours

Savoir développer une fonction périodique en série de Fourier :

@ Calcul des coefficients et écriture de la série
@ Convergence de la série
© La série de Fourier est-elle égale a la fonction de départ?

@ Savoir utiliser I'égalité de Parseval ?

2. Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836) mathématicien frangais, il consacre la fin de

sa carriere a |'étude des fourmis.
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1. Définitions : coefficients et série de Fourier
Rappel :

o f: R — C est T-périodique si Vt e R, f(t + T) = f(1). Jo ,

e f:[a,b] — C est continue par morceaux (respectivement ; f 3

C" par morceaux) s'il existe une subdivision finie "\/ .
a:=a<a1<---<ay=>b et des fonctions \

fosfi,- -, fv—1 continues sur R (respectivement C'' sur R)3 /

) ap=a dl a2 aé. a;=b
telles que VO<i <N -1, f = f; sur Ja;, ai+1].

Définition 1 (coefficients et série de Fourier)

Soit f : R — C, T-périodique et continue par morceaux.

an

—j f(t) cos —t)dt n=0
o Coefficients de Fourier de f

bn=—ff sm—t)dt n>=1

43 . g 2m . 2mn
e Série de Fourier de f | S(f)(t) = 5 + Z ap, cos( T t) + by, sin( T t).

n=1

3. il est important que f; soit continue (respectivement C') sur un intervalle plus grand que
Jai, aiv1[ ((exo] 1/z n'est pas continue par morceaux sur [0, 1]).
5/



Remarque : en pratique, on travaillera souvent avec une période 7' = 27 ce qui donne

an = 1 JQWf(t) cos(nt)dt, n =0 Lo
71T o S(f)(t) = 4 Z an cos(nt) + by sin(nt).

2
b, = = f(t)sin(nt)dt, n>1 n=1
™ Jo
Questions
@ La série de Fourier converge-t-elle 74
ag N 2mn 2mn 2
Sw(f)(t) = 5 + n; an €OS( S5 ) + by sin(=5-t) — S(F)(1) !

@ En cas de convergence, a-t-on | S(f)(¢) = f(t), Vte R ?

4. A\ C'est en réalité une série de fonctions pour lesquelles, il faut définir une notion de
convergence. Dans ce cours, on se restreindra a la convergence ponctuelle (convergence de la
série numérique lorsque t est un paramétre fixé).
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Preuves :

0 ()

0

2 (7 ., 2mn
> S Znn
OvVn=1, b, T L f(¢)sin( T t)dt

0
= —%J_Tf(s)sin(%Tns)ds =

® (o)
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s=—t

Qaveca=T

Séries de Fourier

2T a+T 3T

-
= 3]t R

—_—
=f(s) = —sin(22=(s))

par parité




Exemple de I'introduction : f(t) = =5 sur ]0, 7| impaire et 27-périodique.
Faire un dessin si possible pour étre siir de bien comprendre comment f est définie :

f(t
—Am LY —27 0 T 27 4

—— ——

imparité  m—t

f est impaire donc , Vn = 0.

1 27
Vn>=1, b, =— f(t) sin(nt)dt J f(t)sin(nt) dt
™ Jo Prop. 1 @ —
avec a=—1 impaire X impaire=paire
2 Tr—t 1
f f(t)sin(nt)dt J T sin(nt)dt = .
&J Intégration I
valeur de f Ragpaltics
sur |0, [

2 sinnt
Donc | S(f)(t) = Z —-

v
Remarque : si on change la valeur de f(¢) en un nombre fini de points, cela ne change
pas les intégrales donc les coefficients et la série de Fourier sont inchangés.
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2. Théoréme de Dirichlet® et égalité de Parseval
Théoreme 2 (Théoreme de Dirichlet/convergence ponctuelle)

Soit f : R — C, T-périodique et C'* par morceaux.
+00

® La série de Fourier S(f)(t) = % + Z an cos(222t) + by sin( 222 t) converge VteR.

® ViR, S()(t) = L(f(t7) +f(t*)7;-:

® Si [ est continue sur R alors S(f)(t) = f(t), V¢ € R, la série de Fourier converge
normalement et la série numérique Y’ |an| + |bn| converge.

Théoreme 3 (Inégalité de Bessel / Egalité de Parseval)

Soit f : R — C, T-périodique et continue par morceaux.

N T
© Inégalité de Bessel® : YN e N, 1% Dlanl® + [ba]® < %f If (8)[2dt
0

" n=1

© T

® Egalité de Parseval : %5 + 3|, + [ba|? = %f |f ()|t
n=1 0

a. Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) physicien, astronome, mathématicien allemand.

5. Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) mathématicien prussien.
oy



Remarques

@ Le Théoreme 2 est important pour vous puisqu’il contient tout ce que vous devez
savoir pour développer une fonction périodique en série de Fourier (DSF).

@ Rappel : f(17) i= lim f(s) et f(¢") i= lim f(s).

_ N ")
Si f est continue en t, W = f(1). PR
Si f est discontinue en t, w est la :
valeur moyenne sur le saut de discontinuité. F@7)

Comprendre Théoreme 2 @ sur les simulations p. 2.
La notion de convergence normale du Théoréme 2 @ est hors-programme.

000

Une conséquence de I'égalité de Parseval du Théoréeme 3 @ est que la série

37| an|? + |ba]? converge. On en déduit que | an, by, —J:w() )
n—

A\Cela ne suffit pas a entrainer la convergence de > |an| + |bn| (contre-exemple
page 8). C'est cependant vrai si f est continue, cf. Théoreme 2 ©.
De maniere générale, retenir : plus la fonction f est réguliere, plus vite les
coefficients de Fourier a,, b, tendent vers 0 quand n — +o0.
Ceci est bien siir important numériquement pour le calcul approché de f a I'aide des
sommes partielles de sa série de Fourier.

@ Deux fonctions périodiques continues par morceaux ont méme série de Fourier
< elles sont égales sauf éventuellement aux points de discontinuité ((exox)).
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Exercice : Faire le DSF de f(t) = 1 sur |0, 7[, impaire, 27-périodique avec

+00
f(0)=F(r)=0. En déduire ) 57

p=0
f est 2m-périodique, C' par morceaux - [1) N 3460 (R G
- - + :
et vérifie f(t) = W Vit e R. i 8 :
+o0

Par le théoreme de Dirichlet, Vt e R, f(t) = S(f)(t) = & + Z ay, cos(nt) + by, sin(nt).

n=1

Il ne reste plus qu'a calculer les coefficients de Fourier. Par imparité, | Vn > 0, a, = 0|.

Vn>1, by = L7 _f(¢)sin(nt)dt = 2 {71 -sin(nt)dt = 2[- <D ]r = 2(1 — (=1)").

0 si n = 2p pair
Donc | by = Z(1 = (=1)") = { e 25 b1 impair
+00 +00 .
Finalement [Vt € R, f(t) = S(f)(t) = ), 2 (1 — (—=1)")sin(nt) = ) L2000,
n=1 p=0
+00 +0 2 27 ™
Par I'égalité de Parseval, Y [ba|* = )] (m) = ;L If (¢)[2dt = ;L 12dt = 2.
n=1 p=0

+00 R
1N 1 _
D'ou E @iDE = 5

p=0
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+o0
Exercice : DSF de f(t)=|t| sur [—m7], 27m-périodique et calculer Z T Z ESiEE
p=0 p=0

s f(t) fonction dents de scie

f est 2m-périodique, C' par morceaux
continue et paire.

0 +o0 2w
Par le théoreme de Dirichlet, ¥t € R, f(t) = S(f)(t) = @ + > an cos(nt).

ao = L " \t|dt =2 So tdt = ™ (calculer ag et an, n =1, séparément).

Vn = 1 an = L7 f(t)cos(nt)dt = 2 {7 tcos(nt)dt = — 25 (1 — (—=1)").
. 0 si n = 2p pair
= —2 (1—(=1)") =

Finalement | Vn>1, an = wn2 (1 ( 1) ) { —777(2174“)2 sin=2p+ 1 impair
et|VteR, f(t)=S(f)(t) =2 — 2 Z C°j(2ffl+1>t>,

+© )
En particulier, f(0) =0= F — % (2p+1-1)2 =3 Z (2p}r1)2 =z,

p=0 p=0
p =0 1 [T .2 > = 4
Egalité de Parseval : % Z ( "(2p+1)2) = ;f |t]2dt = 25~ = 2 BT = %5
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Retour sur : f(t) = =5* sur ]0, 7[ impaire et 27-périodique (pages 2 et 8).

@ Comme f de plus C'* par morceaux, le théoréme de Dirichlet s’applique et on a

oo . . .
sin nt (&) sit & km, k € Z (f est continue),
S t) = E = Z
() = n { % t = km, k € Z (point de discontinuité).

La valeur de S(f) aux points de discontinuité dépend de la définition de f en ces
points (par exemple S(f)(km) = f(kw) = 0 si on a pris f(0) = f(7w) = 0).

i
..

+00
@ En appliquant |'égalité de Parseval, on obtient Z % =
n=1

@ Preuve de la convergence de la série de Fourier sans utiliser le théoreme de Dirichlet:

+00
on utilise le théoreme d'Abel (cf. Chapitre 2). On écrit S(f)(t) = >, anv, avec

n=1
an = L+ et v, = sin(nt); la suite (a,) est décroissante et tend vers 0. Il reste 3
N
prouver que les sommes partielles Vy = Z sin(nt) sont bornées indépend. de N.
n=1

N

On commence par calculer > e (somme partielle d'une série géométrique) puis
n=1

on prend la partie imaginaire.
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Retour sur : f(t) = =L sur ]0, [ impaire et 2m-périodique. (suite)

Tout d'abord, ne pas oublier de séparer le calcul pour t € 27Z qui donne N et le calcul
pour t ¢ 277 qui donne

N X 2 . LiNt/2( iNt/2 _  —iNt/2 . n
t_ _iteNt_1 _ qte (e e ) _ i(N+1)t/2 sin(Nt/2)
né]l e ="t = ¢ 2 (HE—o=TZ) e! (VDY Ssin(t/2) ;
N 0 si t € 2w
Dot : Vy = ) sin(nt) =< sin((W+1)t/2) sin(Ne/2) - ’
= Sin(i/2) si t ¢ 2.
=0 si t € 277,

Finalement | Vy| { 1 7 donc Vi est bornée pour tout ¢ par une
< Tomamy St ¢ 277,

constante qui ne dépend pas de N.
On a donc Vérifié les hypotheses du théoreme d'Abel ce qui nous permet de conclure que
S(f)(t) converge.

v
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3. Forme complexe des séries de Fourier

+
S()(t) = %2 + > ancos(2E2t) + by sin( 22 t)
n=1

2min

2min

T

ming  _2ming 2ming
a € € € —€
=g 2wt b

2

20
n=1
+00
— @ anfibneQ";?"t 4+ Gntibn ef%t
) 2 2
n=1

Donc en posant : ¢g = %, et pour n > 1, ¢, = a5

on obtient la forme complexe qui est plus synthétique et mieux adaptée au cas des

fonctions a valeurs complexes.

y C—n

_ ap+iby
= 5,

n=-—o0

s 2min T
S(f)(t) = 2 cne T PavecVneZ, c, = %J

e~ (L) dt.
0

N

n=—N

Somme partielle : Sy (f)(t) = Z o e T

+00

n=—00

T
Egalité de Parseval : Z lenl? = ;J |f ()2 dt.
0

6. A On somme sur Z maintenant.
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Cas d'une période T = 27

+00 ) 27 )
Z cne'™ avec Vn e Z, ¢, = ij et f(t)dt
n=—0o0 0
- s . s 2 1 27 2
Egalité de Parseval : Z lenl® = 52§ If (D)2 dt.
n=—00

Exercices
Qo Vérifier les formules encadrées page précédente et ci-dessus.
Qo Vérifier que si f est a valeurs réelles, alors ¢_,, = ¢, pour tout n € Z.
© Si f est O et T-périodique et si ¢, (f) est le coefficient de Fourier de f et
cn(f') celui de f/, alors | ¢, (f') = 25 ¢, (f).

Tout d’abord, comme f est C'* et T-périodique, f’ est bien définie, est continue et
est toujours T-périodique. Donc ¢, (f’) est bien défini. Par intégration par parties :

T T X
o — %J E (1) dt = [ 5 f(H)e T + Q;inj e~ 11(4)
0 0
T
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4. Projection orthogonale sur le sev des polynémes trigonométriques

L’ensemble D des fonctions f : R — C qui sont T-périodiques, continues par morceaux

et qui vérifient 1 (f(¢t7) + f(tT)) (Vt € R) est un C-espace vectoriel.

Démontrer le résultat.

Objectif :

Utiliser la structure d'espace vectoriel de D et s'inspirer des outils que I'on
connaft sur les espaces vectoriels euclidiens (décomposition d'un vecteur dans une
base, produit scalaire, norme d'un vecteur, projection, etc.) pour interpréter la
décomposition en série de Fourier.

/\Ce n’est pas si simple car Dy est de dimension infinie alors que les espaces
euclidiens, comme R", sont de dimension finie.
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Rappel sur I'espace vectoriel euclidien R” de dimension

T = (x1,,2,) € Y = (y1,,un) € R™ se décomposent dans Ia base canonlque

E= (e, - ,en), €,=(0,+,0,1,0,.0), sous la forme z = szez, Yy = Zyzel.

iéme

=1 =1

n
On définit un produit scalaire (z, y) = Zx,»yi
i=1

et la norme euclidienne associée ||z|| = \/{z,z) = , l z?
i=1

pour lesquels £ est une base orthonormée (bon)
{ (ei,ejy=0 i+j < e L e (orthogonalité)

(ej,eiy=1 < |le]|?> = 1 (normé) y
Dans R™, on a donc ‘:_z

0
@ une notion d’'orthogonalité entre deux vecteurs : R"

zlye(zy=0

. . y

@ une notion de distance entre deux vecteurs :

distance(z, y) = ||z — y||. llz=yll

0
R" z
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Extension a |'espace vectoriel Dy

T
@ Produit scalaire : Vf,g € Dr, <f, g> = %J‘ f(t)g(t)dt (Z est le conjugé de z)
0

Permet de définir une notion
d’orthogonalité entre deux fonctions :

fLlg<{f9=0.

o Norme : Vf € D, |If[| = /U fy = A/ &80 IF(£)]2dt (22 = |2P%)

Permet de définir une notion de
X9|
g

distance entre deux fonctions :
27';‘271 t,

distance(f, g) = |If — gl| = \/%Sﬂf(t) — g(t)[2dt.

o La famille des polyndmes trigonométriques (e, (t))nez, en(t) = e
est une famille orthonormale de D.

1 T 2rin, 2mipy 1 T 2mi(p—n) ,
Preuve : (en,epy = 5| €T e T 'dt==5| e 7T ‘'di
0 0

_J1 sin=np, O
" | O (par périodicité)  si n + p.
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Rappel : projection orthogonale dans |'espace euclidien R"

T

||z—pr(z)|| = distance de z & F

|
(=)
8 = =

e
3

R">F

La projection orthogonale pp : de R™ sur un sous-espace vectoriel F

z—pr ()
est caractérisée, de fagon équivalente, par I'une des conditions suivantes :

(i) pr o pr = pr. pr est orthogonale

(i) pr(z)e F etz —pp(z) L F

(iii) in}f? [|lz — yl| = ||z — pr(z)|| (Ia projection réalise la distance de = a F)
ye

Si & = (e1,--,€4) est une bon de F de dimension d, on a une formule pour pp :

d
PF(:L') = Z<$,€i>€i
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Extension de la projection dans I'espace vectoriel Dy

Soit F' le sev de Dr engendré par les polynémes trigonométriques {e,(t), n € Z},
Fy le sev engendré par {e,(t),—N < n < N}.

Alors S(f) est la projection orthogonale de fe Dr sur F

N
Sn(f) est la projection orthogonale de f € Dy sur Fy : | Sn(f) = Z {f,enyen
(Sn(f) est la fonction de F'y « la plus proche » de f) n=—-N_—_7

L'égal. de Parseval et I'inégal. de Bessel correspondent au théoreme de Pythagore

1Sv 2 +117 — Sw (DI = 1711
N T
ISV = 3 leal? < [ LrCOPa = 1) 4\

|
n=—N :
IIf — SN(f)HQN:;OOO correspond a la convergence @ﬁ
quadratique ” de la série de Fourier vers f. Dr L& 1l

A\ Cette convergence quadratique (que vous verrez un peu en 3A) n’entraine pas
forcément la convergence ponctuelle®, il faut des hypothéses en plus pour cela, par
exemple celle du théoreme de Dirichlet®

7. c'est-a-dire que la distance, au sens de la norme || - ||, tend vers 0.
8. c'est-a-dire que Sy (f)(t) converge vers f(t) pour tout ¢t fixé.
9. en plus d’appartenir 3 D7, f doit &re C! par morceaux.
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